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TAVOLA 



CAPITOLO I. 

Della trigonometria rettilinea. 



'ÌL A 



— j 



St considerai! sei cose in un triangolo rettilineo , cioè , tre angoli 
e tre lati. Con tre di queste sei cose ai determina sempre un trian- 
golo , purché vi si trovi un lato ' . . Pag. i 

Se s’avesse una serie di triangoli calcolati sopra tutti gli angoli pos- 
sibili , si troverebbe necessariamente in questa serie un triangolo 

equiangolo ad un triangolo qualunque dato i e a 

11 seno è la perpendicolare abbassata dall’ estremità d’ un arco sul 
raggio , che passa per 1’ altra estremità ; il coseno è la parte del rag- 
gio compresa tra il piede del seno ed il centro ; il seno-verso è la 
parte del raggio compresa tra l’ arco ed il piede del seno ; la fon- 
dente è la perpendicolare inalzata sul raggio all’ estremità d’un arco 
e terminata al raggio prolungato , il quale passa per l’altra estremi- 
tà ; questo raggio prolungato si chiama secante 3 e 4 

Chiamasi complemento d’ un areo o d' un angolo ciò che bisogna ag- 
giungere o togliere da quest’ arco o da quest’ angolo per fame il 
quarto della circonferenza ovvero un angolo retto 3 

I coseni , cotangenti e cosecanti sono i seni , tangenti e secanti degli 

archi complementari. . . 3 e 4 

II coseno ed il raggio hanno il medesimo rapporto che il seno e la 

tangente , ovvero che il raggio e la secante 4 e ** 

11 raggio è medio proporzionale tra la tangente e la cotangente , ov- 
vero tra la secante e il coseno 5 

li quadrato del raggio è eguale alla somma de’qnadrati del seno e del 

coseno ivi 

11 seno della somma o della differenza di due archi è eguale al 
seno del primo moltiplicato pel coseno del secondo, più o meno 
il seno del secondo pel coseno del primo , il tutto diviso pel 

raggio 6 

11 coseno della somma o della differenaa di due archi è eguale al pro- 
dotto de' coseni di ciascuno di questi archi meno o più il prodot- 
to de’ seni , il tutto diviso pel raggio ivi 

Da queste espressioni si deduce il seno d’ un arco multiplo d’ un 

altro ,8 

Essendo dato il seno d’ un arco si trota il seno della sua metà. . ivi 
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IV 

Si chiama supplemento d’ un arco o d’ un angolo ciò clic ci bisogna 
aggiungere o togliere per iar la semi-circonferenza , ovvero due an- 
goli retti Pag. io 

Un angolo ottuso ha il medesimo seno che il suo supplemento. . ivi 
Non sono i valori assoluti dei seni , che si calcolano , ma il loro rap- * 

porto col raggio io 

La lunghezza d’ un arco è maggiore di quella del suo seno e minore di 

quella della sua tangente ivi 

Il rapporto di queste due linee ha per limite l’ unità ivi 

Nota. Le linee , le quali sono per tutto convesse nel medesimo senso , 
sono tanto più lunghe quanto più esse s’ allontanano dalla linea 

retta 

Come possa trovarsi in una maniera molto approssimativa la lunghezza 
dell’ arco , il quale corrisponde ad un seno piccolissimo. . . ivi 

Nota. Serie , la quale esprime la tangente col mezzo del suo seno. ìa 
11 seno del quadrante non è altra cosa che il raggio; ed il seno del ter- 
zo di quell’ arco è eguale alla metà del raggio ivi 

Della divisione del circolo . . . . i3 

11 seno della metà del quarto di circolo è eguale a — y a. . . 

Della costruzione delle tavole trigonometriche. 2 . . . . ivi 
Loro uso ij 

I seni ed i coseni cangian di segno allorché passano nel semi- 

circolo opposto a quello ove i medesimi si trovano in prin- 
cipio ai 

Le tangenti prendono il loro segno conformemente alla loro relazione 

coi seni e coseni 

Un arco negativo ha il suo seno di segno contrario a quello dell’ arco 

positivo ed i( suo coseno del medesimo segno ivi 

Ricerca di diverse relazioni delle linee trigonometriche. . : . a3 

li rapporto della somma alla differenza de' seni di due archi è lo stesso 
di quello delle tangenti della semi-somma e della semi-differenza 

J di questi medesimi archi. ... a6 

Tavola delle formule trigonometriche le più usitatc.. . ah ag e 3o 
In qualunque triangolo rettangolo il raggio sta al seno d’ uno degli an- 
goli acuti come l'ipotcnusa sta al lato opposto a quest’ angolo. . 3i 

II raggio sta alla tangente d’uno degli angoli acuti come il lutodell’an- 
golo retto adiacente a quest’ angolo sta al lato opposto . . . ivi 

Come si calcoli un lato qualunque d’un triangolo rettangolo quando 

si conoscono gli altri due 3a 

In un triangolo qualunque i seni degli angoli stanno tra loro come i 

lati opposti 34 

Rapporto tra i lati d’ un triangolo ed i seni de’ suoi angoli. . . ivi 

Mediante la proporzione enunciata qui sopra si risolvono tutt’ i casi 
d’ un triangolo qualunque , eccettuato quello nel quale si conoscon 
due lati e l’angolo contenuto, e l’ altro nel quale si conoscono i 

tre lati 36 

La somma di due lati d'nn triangolo sta alta lor differenza come la tan- 
gente della semi-somma degli angoli opposti a questi lati sta alla 

taugente della lor semi-differenza ivi 

Come sì trovi immediatamente il terzo lato 38 
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11 seno della meta d’ un angolo è eguale alla radice quadrata del 
prodotto delle differenze tra la semi-somma de’ tre lati del trian- 
golo e ciascuno de’ lati , i quali comprendono l’ angolo cercato , 
divisa pel prodotto di questi due lati , essendo preso il raggio per 

unità Pag. 4<> 

Esempi della risoluzione de' triangoli rettangoli ed obliquan- 
goli 4° e 4* 

Applicazioni della trigonometria all’ arte di levar di pianta , ov- 
vero determinazione de’ punti situati tanto sopra un piano , quan- 
to nello spazio per rapporto a una linea data tanto orizzontale , 

quanto inclinata , la quale si chiama base 44 

Nota come si possa misurare un angolo ivi 

Cosa sia la riduzione degli angoli al piano orizzontale »... 47 

Determinazione d’ un punto per mezzo degli angoli formati dalle 
rette condotte da questo punto a tre altri presi nel medesimo 

piano ivi 

Nola. Sulla livellazione 5o 

La differenza di livello di due punti c la quantità di cui uno c più 
elevato o più basso dell’altro nel senso perpendicolare alla super- 
ficie terrestre ivi 

Cosa sia la differenza tra il livello apparente cd il livello reale, ire 
Della risoluzione de’ triangoli col mezzo delle serie 0 i 



CAPITOLO li. 

Della trigonometria sferica. 

Un triangolo sferico è quello , che forala sulla superfìcie della sfera tre 

gran circoli , i quali si tagliano due a due Gii 

Costruzione , sulla quale riposa tolta la trigonometria sferica. . ivi 
Equazioni , le quali contengono implicitamente tutte le relazioni , che 

hanno tra loro le sei parti d’ un triangolo sferico 55 

Nota. Espressione del volume d’un tetraedro per mezzo degli angoli com- 
presi tra le sue costole o spigoli 56 

Preparazione dell’ equazioni precedenti per applicarle immediatamente 

alla risoluzione de’ triangoli sferici 5g 

Cosa sia il triangolo supplemcniario . . 58 

Formule rese semplici pel caso ove il triangolo sia rettangolo. fu 
Trasformazione dell’ equazioni fondamentali per applicarci comoda- 
mente il calcolo de’ logaritmi (Va 

Formule, le quali abbracciano tutte le combinazioni degli angoli e 

de’ lati d’ un triangolo sferico 69 

Formule di Nepcro 

Recapitolazione delle formule necessarie per risolvere un triangolo sie- 
rico jj 

Osservazione sulle diverse condizioni , le quali debbon trovarsi soddi- 
sfatte affinchè i medesimi dati convengono ad.uno e a due triangoli 

sferici '6 

Applicazione della trigonometria sferica alla riduzione degli angoli al 
piano orizzontale ivi 
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VI 

CAPITOLO 111. 

Dell" applicazione dell' algebra alla geometria ■ 

Idei generale dell’ applicazione dell’algebra alla geometria. . Pag. 80 
In qual maniera 1' algebra serva a combinare teoremi di geo- 
metria per porre in equazione, e per risolvere i problemi relativi 

all’ estensione ivi 

L’ arca d' un triangolo è espressa dalla radice quadrata del pro- 
dotto della semi-somma dei tre lati moltiplicata per le differenze 

tra questa semi-somma e ciascuno dei lati 83 

Espressione del volume d’ un tronoo di piramide o di cono retto 

a basi parallele ivi 

Problemi di primo e di secondo grado , nei quali le linee non son 
valutate in numeri , ma son considerate in loro stesse. • ■ 84 

Cosa sia la costruzione dell’ espressioni algebriche 87 

Come si effettui quella delle quantità omogenee , le quali si rappor- 
tano a linee , ovvero ad estensioni del primo grado 88 

Costruzione delle radici quadrate. / 89 

Cosa bisogna fare quando la quantità non è omogenea. . . a 91 

Costruzione delle radici dell’ equazioni di secondo grado ad una sola 

incognita. 93 

Risoluzione grafica di quest’ equazioni ivi 

Del significato dei segui + • — per rapporto alle linee e del loro 

uso nella risoluzion dei problemi, 95 

Ogniqualvolta si tratta di distanze da un punto fisso e contate so- 
pra una medesima linea o sopra linee parallele , quelle , le quali 
sono affette dal segno — , debbono prendersi in un senso opposto 

a quelle , le quali sono affette dal segno * 97 

Osservazione sopra i segni della secante e Nota sul medesimo sog- 
getto 98 

Analisi completa del problema ove si tratta di condor per un punto 
preso dentr’ un angolo retto una linea , della qaale la parte in- 
tercettata tra i lati di quest’ angolo sia d’ una data grandezza. . 99 
Risoluzione di questo problema data da Newton pel caso ove il 
punto , dal quale dee passare la linea di grandezza data , è ad 

egual distanza dei lati dell’angolo retto 104 

Costruzione dell' espressioni algebriche , le quali appartengono ad 

aree ovvero a volumi 106 

Idea fondamentale dell’ analisi di Descartes , mediante la quale si 
rappresentan le curve col mezzo dell’ equazioni a due indeter- 
minate . , . 108 

Equazione d’ una linea rotta ivi 

— d’ un circolo no 

Cosa sieno lo coordinate , i loro assi , la loro origine * * » 

Come si distinguan per mezzo dei segni -|- o — i quattro angoli , 

che formano gli assi delle coordinate 1 12 

Cosa sia il luogo d’ nna equazione e come si ottenga quella di una 
curva qualunque IV ‘ 



Digitized by Google 



VII 

L'equazione generale di primo grado appartiene a una linea 



retta • . . . . Pag. i i3 

Son necessarie due condizioni per determinar questa linea. . . i>5 

Equazione d’ una retta , ciré passa per due punti dati ivi 

Espressione della distanza tra questi due punti. . . . . . nS 

Equazione d’ una retta , la quale passando per un punto dato fosse 

parallelo ad una retta data. ivi 

Equazione della perpendicolare abbassata sopra una linea data per 

un punto dato ivi 

Nota sul segno , che dee portar la tangente dell’ angolo (ormato da 
questa perpendicolare e 1’ asse delle x . 117 



Ailin di trovare il punto d’ incontro di due rette , le quali si ta- 
gliano , fa di mestieri supporre che le coordinate dell' uno sieno 

le medesime che quelle dell’ altro. . . * 118 

Espressione della lunghezza d' una perpendicolare abbassala sopra 
una retta data per un punta dato. ......... 119 

Espressione del seno , del coseno e della tangente dell’ angolo , che 

due rette fanno tra loro 

Equazione generale del circolo , la quale si ottiene ponendo l’ori- 
gine delle coordinate in una maniera qualunque. . . .. iai 

Come si determini quello, che passa per tre punti dati. . . . 1 za 

Equazioni del circolo le più semplici. 122 e iu3 

Problemi , i quali rapportatisi a linee rette , comprendendovi quelli 

delle pag. 83 e 99. ia3 

Equazioni , le quali danno la relazione , eh* esiste tra gli angoli 

ed i lati d’ un triangolo * ..126 

Espressione dell’area d' un triangolo col mezzo delle coordinate dei 

vertici de’ suoi angoli. 3o 

L’ area d'un triangolo non dipende punto dalla sua posizione per 
rapporto agli ossi delle coordinate ; si trova infitti un’ altra espres- 
sione , la qual non dipende che dai Iati ivi 

Equazione , la qual fa conoscere la relazione tra i lati d’ un qua- 
drilatero e le sue diagonali 1 

Espressioni del raggio del circolo circoscritto a un triangolo . ivi 
Espressione del raggio del circola iscritto in un triangolo. . . i34 

Seda un punto preso nell’interno d’ un triangolo equilatero si ab- 
bassi una perpendicolare su ciascuno dei lati di questo triangolo , 
la somma di queste tre linee sarà eguale all' altezza di esso. ■ ivi 
Combinando 1’ equazioni della retta c del circolo si determinano le 

proprietà resultanti dall’ incontro di queste linee i35> 

Applicazione dell’ equazione , la quale resulta da questa combina- 
zione , alla ricerca di più teoremi di geometria 1 36 

Determinazione analitica delle tangenti condotte al circolo per un 
punto esterno e per un punto della sua circonferenza. . . i38 

Come si trovi la posizione , che dee avere una linea condotta per 
un punto dato , allineili; la sua parte compresa in un circolo dato 

sia parimente data. . : 140 

Equazione generale delle curvo di secondo grado 1 4 a 

Loro diametri 1 \ 3 

liquazione resa semplice quando essa rapportasi a queste linee, ivi 
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Vili 

Esame de' valori , che può prendere l’ espression generale delle or- 
dinate nel caso ove la quantità m sia positiva . . . Pag. 145 

Cosa sia il centro della curva , . 146 

Costruzione e forma della curva relativa a questo caso . . . . itit 

Essa riducesi ad un punto prima di divenire immaginaria. . . 147 

Esame del caso ove m è negativa 148 

In questo caso pure la curva ha un centra ivi 

Costruzione e forma della curva 149 

Quando la curva si riduca a due rette , le quali sono in generale i 

suoi asintoti i5o 

Esame del caso ove m — i 5 a 

Forma e costruzion della curva ivi 

Ravvicinamento dell’ equazioni delle tre curve riconosciute prece- 
dentemente : la prima si chiama Ellisse , la seconda Iperbola e 

la terza Parabola 54 

Esame del caso , nel quale i quadrati delle coordinate mancano am- 
bedue nell’ equazione i 54 

Cosa sieno i diametri coniugati 167 

Trasformazione delle coordinate d’una curva . ivi 

Nota sull’ impiego degli angoli in queste formule 161 

Applicazione di questa trasformazione all’ equazion generale di se- 
condo grado per ridurla agli assi delle curve , eh’ essa rappre- 
senta • i 63 

Prima trasformata i 65 

Determinazione de’ suoi coefficienti e de’ casi , eh’ essa abbraccia. 167 
Seconda trasformata comprendente 1 ’ altro caso dell’ equazion ge- 
nerale 169 

Queste due trasformate non danno che le tre forme di già osser- 
vate ( pag. i 54 ) ; la prima trasformata comprende 1’ ellisse , di 
cui il circolo è un caso particolare ; e 1’ iperbole riportate ai 

loro assi 170 

Cosa s’ intende pel secondo asse e per l ’ asse trasverso nell’ iper- 
bole 172 

Cosa sia l ’ ipcrbola equilatera ivi 

La seconda trasformata conviene alla parabola ivi 

L’ellisse e l’ iperbola hanno due vertici . . . ^ 173 

La parabola non ne ha che uno , e non ha centro ivi 

Equazioni a tre termini , nella quale la parabola si trova pure com- 
presa e riportata al suo asse ■ .... ivi 

Applicazione delle trasformazioni precedenti , mediante la quale si 
riconosce che 1’ equazione di secondo grado , ove i quadrati delle 
coordinate mancano ambedue , appartiene ad un’ iperbola , dalla 
quale si determinan gli assi di grandezza e di posizione . . ivi 

Nota sull’ equazion dell’ iperbola per rapporto ai suoi asintoti , 
dedotta dall’ equazion generale di secondo grado . . . '. • >74 

Trovar l’ equazione d’ una curva tale che , se si conducano da cia- 
scun de’ suoi punti a due punti fìssi ovvero fuochi , alcune rette , 
la somma di queste linee , le quali si chiamano raggi vettori , sia 
costantemente eguale ad una linea data ....... 175 

Questa curva è un’ ellisse ; sua costruzione per punti , e mezzo mec- 
canico per costruirla con un movimento continuo 176 
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IX 

Cosa sia l ’ eccentricità Pag. 177 

Altra costruzione dell’ ellisse per punti ivi 

Trovar l’equazione della curva, nella quale la differenza de' raggi 

vettori è eguale ad una linea data . . 178 

Questa curva è 1 ’ i peritola ; sua costruzione per punti e mezzo 

meccanico per descriverla itti 

Trovar l' equazione d’ una curva tale die ciascun de’ suoi punti 
sia tanto lontano da una retta data di posizione quanto da un 
punto fisso , ovvero fuoco dato di posizione ... .. . 179 

Questa curva è la parabola ; sua costruzione per punti e sua de* 

scrizione con un movimento continuo 180 

Problema generale , il quale conduce successivamente a ciascuna 
delle curve di secondo grado riportate alla lor direttrice . . ivi 

Equazion delle curve di secondo grado riportate al parametro. i8a 
Nell’ ellisse e nell’ iperliola il parametro è una terza proporzio- 
nale ai due assi ed è ancora la doppia ordinata condotta pel 

fuoco 184 

Nell’ ellisse e nell’ iperbola i quadrati delle ordinate stanno Ira 
loro come i prodotti delle ascisse corrispondenti , e nella para- 
bola come l’ ascisse corrispondenti 1 85 

Applicazione della trasformazione delle coordinate alla ricerca dei 

diametri coniugati . ivi 

Essendo dato nn diametro qualunque , trovar la posizione del suo 

coniugato 189 

La somma de’ quadrali dei semi-diametri coniugati _ncll’ ellisse , 
ovvero la lor differenza nell’ iperbola è eguale alla somma dei 

quadrati dei semi-assi , ovvero alla lor differenza iy4 

I parallelogrammi circoscritti all' ellisse , o iscritti tra le due parli 
opposte dell’ iperbola son tulli eguali al rettangolo degli assi. 195 
Equazioni , le quali fanno trovare i semi-assi allorché si conoscono 
1 semi-diametri coniugati c 1’ angolo , eh’ essi formano . . 196 

In un’cllissequalunque vi sono due diametri coniugati eguali. ivi 
Qualunque sistema di linee , proprio a determinare i punti d’ una 
curva , può somministrarne un’equazione caratteristica. . .197 

Esempio ricavato dall’ellisse ... ivi 

Equazioni polari di questa curva , dell’ iperbola e della para- 
bola 198 

Equazione polare , la quale le comprende tutte tre 199 

Dimostrazione dell’ identità delle curve di secondo grado colle se- 
zioni fatte in un cono da un piano , e cosa s’ intenda per se- 
zione miti-parallela aoo 

Determinazione delle linee rette , le quali tagliano, ovvero toc- 
cano le curve di secondo grado 204 

Espressione della tangente dell’ angolo , che dee far coll’ asse delle 
ascisse una retta , affine di toccare una curva di secondo grado. ao 5 
Espressione della sullangtnte in ciascuna delle curve di secondo 

grado 208 

Nella parabola la suttangentc è doppia dell’ ascissa 309 

Costruzione della tangente all’ ellisse itti 

Espressioni delle nurmuli c suimcrmali per tutte le cui ve. . .aio 
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Espressioni delle suttangenti , tangenti , sunnormali e normali par- 
ticolari alle curve di secondo grado Pag. ivi 

Determinazione sintetica delle tangenti alle curve di secondo 

grado. . . ai t 

Relazione degli angoli , che la tangente forma coi due raggi vettori 
nell’ ellisse e nell’ iperbola col raggio vettore ed una parallela 

all’ asse nella parabola'. ivi 

Ciascun ramo dell’ iperbola resta sempre compreso trai lati d' un 

certo angolo , senza mai poterci arrivare a 1 3 

Equazione dell’ iperbola riportata a’ suoi asintoti a 1 4 

Cosa sia la potenza dell’ iperbola ■ aiti 

Se si conduca una retta qualunque per un punto dell’ iperbola , le 
parti di questa retta, intercettate tra ciascun ramo della curva , e 

il suo asintoto son eguali tra loro ivi 

Costruzione dell' iperbola per punti allorché si hanno gli asintoti , 

e un punto 317 

Delle iperbole coniugale ivi 

Del numero di punti , che son necessari per determinare di specie, 
di grandezza e di posizione una curva ai secondo grado. . . a 18 

Della costruzione dell’ equazioni dei gradi superiori per le curve. 319 

Applicazioni al quarto grado. . tue 

Problema della duplicazione del cubo. aai 

Problema della trisezione dell’ angolo aaa 

Metodo generale per costruir 1’ equazioni d’ un grado qualunque , che 
rappresenta i diversi principi , sui quali riposa la risoluzione nume- 
rica dell’ equazioni. aa4 

Nota. Un’cspression frazionarla può cangiare di segno passando tanto 
per l ’ infinito , quanto pure passando per zero. . . . • . 337 

Come la costruzione grafica possa schiarire e facilitare questa risolu- 
zione. ivi 



APPENDICE 

Contenente % primi principi delT applicazione dell' algebra 
alle superficie curve ed alle curve a doppia curvatura. 

Equazione del piano e della linea retta. a3o 

Delle coordinate d’on punto nello spazio ivi 

Equazione generale del piano a3i 

Designazione degli otto angoli trièdri formati dai piani coordinati col 

mezzo dei segni e — . 234 

Equazioni della linea retta. • .ivi 

Equazione del piano , il quale passa per tre punti dati. . . . a 36 

Come si riconosca che due rette sono in un medesimo piano. . 237 

Equazione del piano parallelo ad un piano dato c che passa per un 
punto dato , e quelle delle rette parallele nello spazio. . . . ivi 

Equazioni d’ una retta e d’ un piano respettivamente perpendi- 
colari. . a38 

Espressioni della distanza tra due punti nello spazio ed equazione 
della sfera 23^ 
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XI 

Determinazione dell’angolo, che fanno due linee nello spazio- Pag. il\o 
Delle relazioni, ch’esistono tra gli angoli, che una retta fa co- 
gli assi delle coordinate c loro introduzione nella sua equa- 
zione a '( i 

Determinazione dell’ angolo di due piani 

Delle superficie di secondo grado. 246 

Equazione generale di queste superficie. ttn 

Cosa s’intenda per nappe e per piani diametrali a4 7 

Equazioni delle sezioni fatte da un piano parallelo aduno de’ piani 

coordinati a 4 8 

Equazioni particolari del cono retto ivi 

Come un’ equazione contenente solamente due coordinate appartenga 
nello spazio ad una superficie cilindrica a5a 

Delle curve considerale nello spazio. ivi 

Equazione del circolo dato dall’ intersezione d’ una sfera e d’ un 

piano , ivi 

In qual maniera una curva sia rappresentata dall’ equazioni delle 

sue proiezioni u53 

Delle curve adoppia curvatura e di quella, die resulta dall’in- 
tersezione d’ una sfera e d’ un cilindro retto. ivi 

In qual maniera possa riconoscersi se una curva data nello spazio 
dall’ equazioni delle sue proiezioni sia piana o no ; e , se dessa è 
a doppia curvatura , come si determini il numero de’ punti , nei 
quali essa incontra un pano a55 



FINE DELLA TAVOLA. 
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TRATTATO ELEMENTARE 



D I 

TRIGONOMETRIA 

RETTILINEA E SFERICA 

ED ArPEIC AZIONE 

DELL’ ALGEBRA ALLA GEOMETRIA. 



CAPITOLO FRIMO 
Della Trigonometria Rettilinea. 



i . In un triangolo rettilineo vi sono sei cose da con- 
siderare , cioè , tre angoli e tre lati : ma bisogna conoscere 
un certo numero di queste diverse parti per determinarne le 
altre. Segue di fatti dalle proposizioni dimostrate relativa- 
mente ai triangoli eguali che si può sempre costruire un 
triangolo allorché si conoscano tre delle sei cose , che Io co- 
stituiscono , e che fra le cose cognite vi si troyi almeno un 
lato. Affine di non lasciar nulla da desiderare sulla Teo- 
rica dei triangoli , fa di mestieri poter applicare il calcolo 
alle costruzioni geometriche , perchè T esattezza di queste ul- 
time è limitata dall’ imperfezione degl’ istrumeuti , laddo- 
veccliè nulla arresta il calcolo, il quale siamo sempre pa- 
droni di spingere fino a quel grado di precisione che si vo- 
glia. Tale è T oggetto , che ci proponghiamo nella Trigo- 
nometria rettilinìa. • ^ 

Quelli , i quali hanno intrapreso i primi a sviluppare 
mediante una serie di operazioni numeriche , o con delle 
formule algebriche le relazioni , che Iranno tra loro le di- 
verse parti d’un triangolo, Iran dovuto trovarsi arrestati 
dalla difficoltà di far entrare nel calcolo la grandezza de- 
gli angoli , i quali misurali da archi di circolo non pos- 
La Croix Trigonali. i 
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sono esser paragonati con linee rette : ma dessi hanno ben 
presto riconosciuto che , se potevano con un mezzo qua- 
lunque calcolare una serie di triangoli , gli angoli de’ quali 
avessero tutti i valori possibili , questa serie ne conterrebbe 
necessariamente uno, il quale sarebbe simile al triangolo, 
che si dovrebbe determinare , qualunque esso si fosse -, cosic- 
ché allora semplici proporzioni sarebber bastanti per de- 
durre le parti del secondo da quello del primo. L’ esempio 
seguente schiarirà ciò , che queste nozioni possono conte- 
nere d’ astratto. 

r;*. ». 2 . Suppongo che nel triangolo ABC, fig. i.» , si co- 

nosca l’ angolo B , 1’ angolo C , ed il lato BC •, si cercherà 
nella serie dei triangoli calcolati quello , che ha due angoli 
b , e c respettivamente eguali agli angoli B , eC; desso 
sarà necessariamente simile al triangolo proposto ABC ; e 
poiché tutte le sue parli ab , ac, b c son cognite , avremo 
le proporzioni 

bc : ab :: bc : ab, 6c : oc :: bc : ac, 



in ciascuna delle quali i tre primi termini sono dati. Tro- 
veremo per conseguenza 



AB: 



BC X ab 
bc ’ 



AC: 



BC X a c 



bc 



•f 



e siccome si ha d’ altronde A = a , tutte le parti del trian- 
golo ABC resteranno determinate. 

3. Or che si scorge il partilo , che può ricavarsi da 
una serie di triangoli fatti con tutti gli angoli possibili , ed 
i lati dei quali fossero di già calcolati , è naturai di cer- 
care i mezzi di formare una simil serie. Per considerare in 
primo luogo il caso più semplice , suppongo che i triangoli, 
che ci proponghiam di determinare , sieno rettangoli •, è fa- 
cil vedere che potrem costruirli tutti in un quarto di cir- 
ri*. *. colo abbassando da ciascuno dei punti dell’ arco AB , fig. i, 
delle perpendicolari MP , M' P' , M" P" , ec. sul raggio AC , 
e tirando i raggi MC, M' C, M" C, ec., i triangoli MPC, 
M'P' C , M" P" C , ec. , così formati saranno rettangoli in 
P, P' , P", ec., e gli angoli MCP, M' CP*, M" C P", ec. 
avran successivamente tutti i valori possibili’, finalmente 
gli angoli CMP , CM'P' , CM"P" , ec. , i quali coi prece- 
denti formano un angolo retto , saranno pur tali come l’ e- 
sige la natura dei triangoli rettangoli ; e non potranno esi- 
stere dei triangoli rettangoli , i quali non sieno equiangoli 
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con alcuno di quelli , che somministra la costruzione pre- 
sente. È a proposito l’ osservare che questi ultimi han tutti 
una medesima ipotenusa , eguale cioè al raggio dell’arco AB. 

4- Potrebbesi altresì formare una serie di triangoli ret- 
tangoli , che avessero tutti uoo dei lati dell’ angolo retto 
eguale al raggio del circolo -, basta per ciò alzar fa tangente 
indefinita AT dall’ estremità del raggio AC , e condurre per 
il centro C e pei punti M , M' , M" , ec. , le secanti CN , 
CN' , CN" , ec. È evidente che i triangoli CAN , CAN' , 
CAN" , ec. avran successivamente tutte le combinazioni 
d’ angoli , i quali possono esistere in un triangolo rettangolo-, 
e fra questi triangoli se ne troverà necessariamente uno si- 
mile a quel triangolo rettangolo , che vorremo. 

5. Nei triangoli CPM , C P' M' , C P" M" , ec. , l’ ipotenu- 
sa dei quali non cangia , i lati PM, P' M', P" M" , ec. , 
i quali crescono nel medesimo tempo die credono tanto 
gli angoli ACM , ACM' , ACM" ec. quanto gli archi AM , 
AM' AM", ec. , i quali misurano questi angoli, han rice- 
vuto un nome a causa di questa lor dipendenza : la linea 
PM si chiama il seno dell’ arco AM ; la linea PM' è pari- 
mente il seno dell’ arco AM' ; e così delle altre. Segue da 
ciò che il seno d’ un arco è la perpendicolare abbassata da 
una dell' estremità di quest' arco sul raggio , che passa per 
f altra estremità. Le linee CP , CP' , CP", ec. , le quali 
diminuiscono allorché gli archi AM, AM' , AM" , ec. , au- 
mentano, son respettivamente eguali, come paralelle com- 
prese tra paralelle , alle perpendicolari MQ, M' Q*, M" Q" ec., 
abbassate dai punti M , M' , M" , ec., sul raggio CB, per- 
pendicolare al raggio CA 5 ed è manifèsto che le linee MQ, 
M'Q' , M"Q", ec. sono, per rapporto agli archi BM, BM', 
BM" , ec. , ciò che sono PM , P' M' , P" M", ec. per rap- 
porto agli archi AM, AM', AM", ec. , e che in conse- 
guenza MQ ò il seno di BM , M' Q' quello di BM' , M"Q" 
quello di BM" , ec. 

Due archi , i quali sommali insieme , 0 sottraiti l'uno 
dall’ altro danno il quarto della circonferenza , si dicono com- 
plementi l’ uno dell’ altro. Gli ardii BM , BM' , BM" . ec. , 
son respettivamente i complementi di AM , AM' , AM" , ec. 
Sono state denotate le linee ielle MQ , M' Q' , M"Q" , ec., 
come pure le loro eguali CP, CP', CP" , ec. , sotto A 
nome di coseni degli archi AM, AM', AM" , ec. DLriro 
queste nozioni il coseno <f un arco qualunque é H ser/o del 
complemento di quest' arco , ed i eguale alla parte d/l rag- 
gio compresa tra il centro , ed il piede del seno. 
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I triangoli rettangoli CPM , CPCW', CP"M" ec. , i qua- 
li hanno tutti una medesima ipotenusa , son dunque for- 
mati dal raggio del circolo , e dal seno , e dal conseno di 
quello dei loro angoli acuti, che ha il suo vertice al cen- 
tro (*). 

6 . Passo ai triangoli CAN , CAN' , CAN" , ec. ec. ; le 
loro ipotenuse son le secanti degli archi AM, AM' , AM", ec., 
perchè si chiama secante d' un arco il raggio condotto da 
una dell' estremità di quest' arco , e prolungato fino all’ incon- 
tro della tangente condotta per l’ altra estremità. Le por- 
zioni AN, AN' , AN", ec. , prese sulla tangente AT , son 
le tangenti degli archi AM , AM' , AM" , ec. , perchè si è 
convenuto di chiamar tangente d’ un arco la parte , che in- 
tercettano sulla tangente indefinita condotta da una estremi- 
tà di quest’arco t due raggi , che lo determinano (**). 

7 . Se per l’estremità lì dell’ arco AB, fig. 3, si conduca 
la tangente B n prolungata fino a che dessa incontri la se- 
cante CN , la linea Cn è la secante dell’ arco B.M comple- 
mento di AM, e si chiama la cosecante di AM; la linea 
Bn tangente di BM è la cotangente di AM , perchè si chia- 
mano cotangente , e cosecante d' un arco , la tangente , e la 
secante del suo complemento. La cotangente , e la cosecante , 
come si vede , non fanno parte de’ medesimi triangoli , co- 
me pur la tangente , e la secante ; cosa che all’incontro 
succede pel seno e coseno. 

8 . Le tangenti , e le secanti hanno coi seni , e i coseni 
delle relazioni semplicissime , col mezzo delle quali si pos- 
sono trovar l’une allorché son cogniti gli altri. 1 triangoli 
CPM, e CAN essendo simili danno CP : PM :: CA : AN, 



(*) La parte AP del raggio AC compresa tra il piede 
del seno , e l' estremità dell’ arco , si chiama seno verso. 
Questa linea non è però d' alcun uso nella Trigonometria. 

(* # ) Si vedon qui le parole secante, e tangente prese in 
un senso differente da quello , che loro abbiam dato ne- 
gli Elementi di Geometria. In questa parte delle Matema- 
tiche la secante , c la tangente son rette indefinite , una del- 
le quali taglia il circolo , e V altra lo tocca ; ma in Trigo- 
nometria le medesime denominazioni si applican sempre a 
linee d' una grandezza determinata : quando vi può esser e- 
quivoco , si chiaman quest’ ultime secanti , c tangenti tri- 
gonometriche. 
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5 



PM X CA 

d’ onde ricavasi AN = — ; ponendo in luogo delle 

Vi* 

linee CP , PM , e AN le loro designazioni , cioè cos AM , 
sen AM, e tang AM , e rappresentando il raggio CA per 

_ . „ R sen AM 

R, avremo tang AM = — 

cos AM 

Dai medesimi triangoli CPM , e CAN deducesi pure 

CU y CA 

CP : CM :: CA : CN, il che conduce a CN = — A—; 

t/r 

ma CN=sec AM, CM = CA = R, CP = cos AM-, dunque 
R* 



sec AM — 



cos AM 



9. Se si paragonan tra loro i triangoli CAN, e CBn, 
i quali pure son simili , poiché son essi ambedue rettangoli, 
e l’ angolo ACN = CnB , come altemi-intemi rispetto alla 
recante C n , avremo la proporzione 



AN : CA ; : CB o siwero CA : Bn , 
la qual somministra 

n CA 1 ... R* 

Bn = — — ; ciò che riducesi a cot AM = — 

AN tang AM 

Questa pi-oporzione e quella , eh’ è stata trovata per 
la secante , fan vedere che il raggio è medio proporzionale 
tra la secante , e il coseno , tra la tangente , e la cotangen- 
te , poiché si ha 

cos AM X sec AM = R*, tang AM X cot AM = R\ 

io. A tutto ciò, che precede , altro non manca, per 
essere in istato di costruire le Tavole necessarie alla Tri- 
gonometria , se non che di conoscere i mezzi di calcolar 
solamente i seni , e i coseni. 11 coseno pur si deduce im- 
mediatamente dal seno , poiché il triangolo rettangolo CPM, 
il quale contiene l’ uno e P altro , ed ha per ipotenusa il 
raggio somministra , 

PM' 1 -J- CP a = CM 3 , ovvero(sen AM) 1 -f- (cos AM) 1 =R\ 

e vale a dire , che il qmdrato del raggio è eguale alla 
somma dei quadrati del seno , e del cosino j dal che ne segue 
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cos AM= V R* — { sen AM )’. 

Li proposizione seguente, la quale dà l’ espressione del 
seno , e del coseno delia somma , o della differenza di due 
archi , merita la più grande attenzione , perchè dessa con- 
tiene implicitamente tutte le proprietà dei seni , e dei coseni. 

il. Sieno due archi qualunque a, e b ; avremo 

, , , . sen a cos b + sen b cos a 

sen (a± b)= " , 

. . . . cos a cos b X sen a sen b 

cos ( a + b ) r= • 

Fi*. 4. Per dimostrar ciò, prendo sul circolo AMB, fig. 4 , 
l’ arco AM = a ; porto da ciascun lato del punto M gli ar- 
chi MN , e MN' , eguali a b ; tiro la corda NN' ; dai punir 
N , M , N' , abbasso sul raggio AC le perpendicolari NQ , 
MP, I S / Q / ; per il punto M conduco il raggio MC, e dal 
putito E, dove desso incontra la corda NN' , abbasso so- 
pra AC la perpendicolare EF ; pei punti E, e Pi' conduco 
le rette ED , N'G paralelle ad AC. 

Ciò fatto osservo 1 che NQ è il seno dell’ arco AN = 
AM -f-MN = a-\-b , e che CQ è il coseno dell’arco mede- 
simo ; 2. 0 che N'Q' è il seno dell’ arco AN' = AM — 
MN' — a — 6, e che Cty n’è il coseno. Ma la corda NN' 
essendo necessariamente divisa in due parti eguali nel punto 
E , poiché il raggio CM passa per il mezzo dell’ arco NN' 
secondo la costruzione, segue dalla similitudine evidente del 
triangoli NED , NN'G die NG è pur divisa in due parti 
eguali nel punto D, e che DN = DG. Di più DQ = EF, 
GQ = N'Q', DE == FQ, a motivo delle paralelle; e per- 
chè DE è la metà di N'G, FQ stira la metà di Q'Q; di 
maniera che Q'F = QF = DE- Finalmente 

NQ = DQ + DN = EF + DN , 

N'Q' = GQ = DQ — DG = EF — DN, 

CQ = CF — FQ = CF — DE , 

CQ'= CF + FQ' = CF + DE ; 

ponendo per NQ , N'Q' , CQ , CQ' le loro designazioni re- 
spettive , cioè , 

sen ( a-\-b ), sen ( a — b ), cos ( a-f-ò ), cos ( a — b ) , avrò 
sen ( a-f-6 ) = EF + DN , cos ( o+ò ) = CF — DE , 
sen ( a—b ) = EF — DN , cos ( a—b ) = CF + DE. 
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Altro non resta che a calcolare le quattro linee EF, 
CF , DN , DE ; le due prime s’ ottengono dai triangoli si- 
mili CMP, e CEF, dai quali ricavasi 

cm : pm :: ce : ef, cm : cp :: ce *. cf. 

Ora , poiché AM = a , ho PM = sen a , CP = cos a ; se- 
gue pure dalle definizioni del seno, e del coseno (5) che 
EN è il seno dell’ arco MN , che CE n’ è il coseno , e che 
in conseguenza EN = sen 6, CE = cos b\ d’altronde CM = R; 
sostituendo questi valori nelle proporzioni di sopra , trovo 

PM X CE senacosé 

EF CM = R * , 

CP X CE cos a cos 6 

~ CM R ' 

Paragonando in seguito i triangoli CMP, DEN, i quali 
son simili perchè i lati del secondo son perpendicolari a 
quelli del primo, e deduco da questi triangoli 

cm : en :: cp : dn, cm : en :: pm : de. 

Sostituendo ai tre primi termini di ciascuna di queste pro- 
porzioni le loro designazioni riportate qui sopra , desse da- 
ranno 

nv EN X CP senécosa 

DN ; qì R » 



PM X EN senasen b 

CM R ’ 



Riunendo questi valori ai precedenti per formar quelli di 
sen ( a-\-b ) , e di sen (a — b ), si ottengono le quattro 
equazioni 

. , , . sen a cos b + sen b cos a 

sen ( a + b ) = £ , 

. , , sen a cos & — sen b cos a 

sen (a — ò)= , 



. , . , cos a cos 6 — sen a sen b 

cos(a + &)= , 



cos 



. , . cos a cos b 4- sen a sen 6 

< — *>= R ’ 



Digìtized by Google 




8 TRATTATO ELEMEUTARK 

le quali riduconsi alle sole due , che compongono I* enun- 
ciato della proposizione. 

Mediante queste equazioni si posson trovare il seno , e 
il coseno d’ un arco doppio , triplo , éd in generale multi- 
plo di quello , di cui si conoscano il seìio , e il coseno. In- 
fatti , se si prenda successivamente b — a , 6 = aa, avremo 



sen ia — 


2 sen a cos a 


R ’ 


cos 2a = 


cos 0’ — sen a* 


R ’ 


sen 3 a = 


sen a cos ia -f- sen 2 a cos a 


R ’ 


cos 3 a = 


cos a cos 2a — sen a sen aa 


R ’ 



e ricaveremo dalle due ultime equazioni sen 3 a , e cos 3 a, 
allorché sen ia , e cos 2 a saran calcolati. 

, , . 2 sen a cos a , 

12. L equazioue sen ia — 5 conduce ancora 

R 

dal seno d’ un arco a all’espressione del seno della sua metà. 

Se sostituiscasi per cos a il suo valore V R’ — sen a’ (*), 
s’ ottiene allora 

2 sen a V R 1 — sen a* 
sen a a — , 

ed inalzando al quadrato, si trova 

R 1 sen 2a* = 4 R 1 sen a 1 — 4 sen a 4 ; 

prendendo sen a per l’incognita in quest’equazione, la qual 
può risolversi come quelle di secondo grado , s’ ottiene 

sena= + / / 'j.R*±_LVR 1 -sen 2«’. 

— 2 2 



(*) Si previene il Lettore che d’ora in avanti denoterò 
il quadrato del seno dell'arco a per seni 1 ; espressione , che 
non bisogna prendere per il seno del quadrato dell' arco a , 
così sen a* = ( sen a )’. 
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Se si faccia ia = a ' , avremo a = — a', ed inconseguenza 
sen— a' = + — R* + — R V R J — sen a" , 



ovvero 

sen — a 1 = + — V 2R 1 + 2R cos a' 
aa ’ 

ponendo cos a M in luogo di R* — sen a'* (io) , moltiplican- 
do le quantità sotto il radicale per 4 i e dividendo al di 
fuori per 2 , il che non porla alcun cangiamento all’ espres- 
sione. Tal è la formula , che dà il seno della metà d’ un 
arco allorché si ha quel di quest’ arco. 

i 3 . Si può giungere a tal resultato mediante una sem- 
plicissima costruzione. 

Se dividasi l’arco AM , flg. 5 , in due parti eguali, la fj s . ». 
corda AQM si troverà egualmente divisa in due parti eguali , 
e QM sarà il seno di MN , ovvero della metà di AM ; il 
triangolo AMP , rettangolo in P , darà 

AM = VpM a + AP a ; 



e siccome AP= AG — CP= R — cos AM = R — cos a', e 
d’altronde PM = sen AM = sen a 1 , avremo 

AM sen o'*-|-R* — 2R cos a'-f-cos o'*=V 2R 1 — - 2R cos a', 

a motivo che sen a ' 1 cos a'* = R’ (io) ; e ne dedurremo 

QM = AQM = — V 2R 1 — 2R cos a'. 

2 2 

Non si trova in questa maniera che il secondo valore 

di sen — a' ; l’ altro è MQ' ; poiché l’ arco MN'A', il quale 
2 

compone con l’ arco AM la mezza-circonferenza , ha pure 
per seno PM , poiché questa retta è infatti la perpendicolare 
abbassala dall’ estremità M sul raggio CA' , il quale passa 
per l’ altra estremità ( 5 ) ; e siccome nell’ equazione , dalla 
quale siamo parliti , nulla ci fa conoscere quale di questi due 
archi ci proponghi am di dividere, dobbiam trovare nel tem- 
po medesimo tanto il seno della metà del primo che quello 
della metà del secondo. Seguendo la costruzione , avrebbesi 
Lacroix Trigonom ■ 2 
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A'M = V .PM a + A/P 3 = V PM 3 + ( A' C + CP )* 

= \/ sen a 1 ' -p( R -}- cos a' )* 

= y sen a H -{- R* -f- aR cos a' -f- cos a l% 

= y aR 1 -(- aR cos a 1 , 
ed in conseguenza 

M(y = sen — a' = — y aR* 4- aR cos a! ; 
a a * 



resultato , il qual’ è il primo valore di sen 




Fa di me- 



stieri osservare che benché sen a ' , sia lo stesso nei due 

valori di sen — a' , l’ arco a' è differente : per uno di essi 
a 



P arco è AM , e per P altro A'M , eh’ è il supplemento di 
AM , poiché s’ intende per supplemento <f un angolo , o 
d’ un arco quel che bisogna aggiungere a quest' angolo o a 
quest’ arco per farne due retti , o la mezza-circonferenza. 
Concluderemo pure da ciò che precede, che il seno del 
supplemento d’ un arco è lo stesso che quel di quest’ arco. 
Darò in seguito delle nozioni generali sui differenti archi, 
i quali possono avere un medesimo seno , una medesima 
tangente ec. 

\!y. Segue da ciò che precede, che il seno d’ un arco 
qualunque AN è la metà della corda AM dell’arco doppio 
ANM , e che la corda AM è il doppio del seno dell’ arco 
AN metà di ANM ; di manierachè, allorquando i seni son 
cogniti , se ne deducon le corde , e vice-versa. 

i5. Non sono i valori assoluti dei seni , che si ha biso- 
gno di calcolare , ma solamente i loro rapporti col raggio, 
poiché uopo è conoscere in tutti i triangoli CPM , CP'M' ec., 
jig. 2 , i rapporti che i lati hanno tra loro. Possiamo in 
conseguenza , per maggiore semplicità , prendere il raggio 
come unità , ed esprimere i seni , PM , P'M' , ec. , in parti 
decimali di quest’ unità , oppure , com’è stato praticato altre 
volte, suppor questo raggio diviso in ioo ooo parti. 

j 6. E’ a proposito 1’ osservare che la lunghezza d’un 
arco è sempre minore di quella della sua tangente , e mag- 
giore di quella del suo seno. Infetti , se si prenda al disotto 



Digltized by Google 




DI TRIGONOMETRIA. TI 

del raggio AC , fig. 6 , 1 ' arco AM' = AM, si tiri la corda n ( . t. 
MM', e si condacano le tangenti MT , M'T , è facil vedere 
che queste tangenti debbon incontrare ambedue il raggio AC 
in un medesimo punto , poiché i triangoli CMT , e CM'T 
sono eguali. Le linee MT, e M'T essendo eguali nello stesso 
modo che le linee PM, e PM', e gli archi AM , ed AM' , 
avremo aAM < 2MT , e 2AM > 2PM , perchè la lunghez- 
za d’ un arco di circolo è compresa tra quelle porzioni 
corrispondenti dei poligoni inscritto , e circoscritto ( Geom. 
i 5 i. ) (*)•, e ne concluderemo AM < MT, AM > PM. 

Farò osservare a questo proposito che il rapporto tra 
la tangente , ed il seno d’ un arco tende sempre più ad av- 
vicinarsi all’unità a misura che 1’ arco diminuisca : infatti da 

sen a sen a 

tang <1 = — ricavasi =cosa: e siccome coso si 

cos a tang a 

approssima sempre più all’ unità, ne segue che la tangente , ed 
il seno si approssiman parimente sempre più all’ eguaglianza, 
perchè il limite ( Alg.i 34 ) del loro rapporto è 1 ’ unità. 

17. Segue evidentemente da ciò che , se il valore della 
tangente , e quello del seno d’ un pieeoi arco AM , non dif- 
feriscon punto in un certo numero delle lor prime cifre, que- 
ste medesime prime cifre daranno pure un valore approssi- 
mativo dell’arco. Prendendo , per esempio , PM = 0,000 1, 
si Uova 



.(*) La proposizione rammentata di sopra è un caso par- 
ticolar di quest’ altra : Le linee che sono per tutto con- 
vesse nel medesimo senso, son tanto più lunghe quanto desse 
si allontanan dipiù dalla linea retta. Infatti , se si conduca 
alla linea curva ACB , fig. 7 , interna rispetto alla curva fì*. 7 . 
A MB, una tangente DE, questa tangente sarà minore del- 
l’arco DME , ed acremo ADEB < AMD. Tirando inse- 
guito pei punti H e L intermedi tra A e C , C e B , 
le tangenti FG , IK, formeremo una nuova linea spezza- 
ta AFGIKB, la quale sarà minor della prima , poiché 
FG < FD -f- DG , IK < IE -{- EK. E' manifesto che si 
costruirà nella stessa maniera una serie indefinita di linee 
spezzate , le quoti onderanno sempre diminuendo a misura 
che desse si approssimeranno a confondersi con la curva ACB , 
la quale sarà non solamente minore di AMB , ma ancora 
di tutte le linee spezzate , di cui abbiamo parlato. 
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CP = V CM* — = 0,999 999 99$ i 

CM X PM 

e MT = — rr = 0,000 ioo ooo ooo 5 ; 

tir 

valore, il quale non differisce da PM che alla tredicesima 
cifra ; si può dunque prendere questo numero per il valore 
dell’ arco AM espresso in parti del raggio (*). 

18. Per applicare le formule dei numeri ia, n,e io, 
bisogna conoscere almeno il seno d’uno degli archi com- 
presi nel quarto di circolo , ora vi son due di questi archi, 
di cui il seno è facilmente cognito , cioè, il quadrante e il 
suo terzo. Infatti , il seno del quadrante non è altra cosa 
che il raggio , ed il seno del terzo di quest’ arco è eguale 
alla metà del raggio. 

». Il primo di questi valori è evidente dalla fig. 2, ed il 
secondo resulta da ciò che il lato dell’ esagono regolare in- 

scritto , ovvero , eh’ è lo stesso , la corda dei del qua- 

o 



(*) La medesima cosa dimostrasi riducendo in serie 
l’espressione della tangente. Infatti si ha 

sena sena ... sena 

tan 9 a = — = ~ ~ : (8, io); ma ■ =... 

cosa y 1 — sena 1 \i — sena 1 



2 . 

sen a ( 1 — sena*) s sviluppando l’ ultima quantità mediante 
la formula del binomio troveremo 

i 3 

tana a = sen a 4 sen a 3 -4- — sen a 3 4- ec. 

• 2 8 

JET manifesto che fino a tardo che sen a sarà una piccola 

1 

frazione decimale il termine — sen a 3 non potrà influire che 

sulle ultime cifre dell’ espressione di lang a, e che nelle pri- 
me avremo tang a = sen a. 

Per sen a = 0,0001 , si ha ^ sen a 3 =o, ooo ooo ooo ooo 5} 



resultato , che non può cangiare se non che la tredicesima 
cifra. 
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drantc , fig. 9., è eguale al raggio ( Geom. 146. ) ; la metà fì*. 
di questa corda sarà dunque il seno del terzo del quadran- 
te (i4). 

Partendo dal quadrante intero, la formula 

sen - o'=- V 2R ? — 2R cos a' 

2 2 

somministra il seno della metà , poi quello della metà di 
questa metà, o sivvero del quarto del quadrante, e con- 
duce a tutte le frazioni comprese nella serie. 

1 1 1 1 1 

7 ’ 4 ’ 8’ 76 ’ 3 ^ ,eC ’ 

La medesima formula , allorché si parte dal terzo del 
quadrante, determina successivamente i seni delle frazioni. 

1 1 1 1 1 

6 ’ 17 ’ 48 ’ £ 6 ’ “• 

di quest’ arco. 

Si fa manifesto da ciò che , se detto quadrante fosse 
stato diviso in un numero di parti eguali ad alcuno dei de- 
nominatori delle frazioni suddivisale, trave rebbonsi diretta- 
mente i seni di ciascuna delle sue parti , e se ne formerebbe 
una Tavola scrivendoli di fronte agli arabi , ai quali dessi 
appartengono ; ma la cosa non va cosi ; i soli Astronomi 
Indiani sembra che abbian diviso il quadrante in 24 parti 
per calcolarne i seni. Un uso antichissimo , ed altre ragioni 
in seguito hanno fatto adottare delle divisioni differenti dal- 
le progressioui stabilite qui sopra. 

19. Si divideva per il passato la circonferenza intera 
in 36 o parti , che si chiamavano gradi -, si suddivideva in 
seguito ciascun di questi gradi in 60 parli chiamale minuti ; 
ciascun di questi minuti in 60 parli chiamate secondi , cia- 
scun di questi secondi in 60 parli chiamate terzi , ec. : il 
segno dei gradi è il carattere posto alla destra del nume- 
ro , ed al disopra ; quello dei minuti 1 , quello dei secondi" , 
quello dei terzi 1 ", ec.-, di maniera che 4 2 ° 3 i' i 4 " 5 '" si- 
gnifica 42 gradi, 3 i minuti , 14 secondi , e 5 terzi. 

Poiché nella misura degli angoli non si ha alcun ri- 
guardo al valore assoluto degli archi , ma solamente al loro 
rapporto con la circonferenza intera , sembrerebbe assai na- 
turale di prender la detta circonferenza per unità , e d’es- 
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primere gli archi per mezzo di frazioni tanto decimali che 
di qualunque altra specie. Frattanto alcune considerazioni 
particolari hanno determinato i Dotti incaricati della rifor- 
ma dei Pesi e Misure a prender l’ angolo retto per l’ unità 
degli angoli , ed in conseguenza il quarto del circolo , o qua- 
drante per 1 * unità degli archi. Dessi lo han diviso in ioo 
parti eguali, che hanno chiamate gradi , e che hanno so- 
stituiti agli antichi gradi ; poi ciascuno di questi gradi in 
cento parti eguali. Queste ultime divisioni rimpiazzano i 
minuti , i quali possono essere suddivisi tanto quanto vor- 
remo, seguendo la progression decimale. 

Impiegando nel corso di quest’ Opera la nuova divi- 
sione del circolo , esprimerò gli arehi con dei numeri de- 
cimali scritti secondo P uso ordinario *, ma io porrò al di- 
sopra della cifra delle unità , ed alla destra la lettera » , 
per denotare che 1’ unità è il quarto di circolo , e per im- 
pedir che non si confondano le misure d’ archi con gli altri 
numeri ; o* , £ 35 , per esempio , rappresenterà l’ arco eguale 

£35 £ 35 o . , ' 

a , ovvero del quadrante, e sarà in conseguenza 

; iooo ioooo 

composto di £3 gradi, e 5 o minuti (*). 

20. Il raggio del circolo, sul quale ci proponghiamo 
di Costruir le Tavole , essendo i , e la sua circonferenza es- 
r*s. 9- sendo denotata ordinariamente da , il seno di AB, fig. 9, 

ovvero sen — * = 1 : si ha d’ altronde cos — * = 0 : facen- 
2 a 

do dunque a' = « , la formula 

sen ^a 1 = — \/ 2R* — 2R cos a' ( 1 3 ) fa vedere che il sem 



(*) Sembra che le principali ragioni , che han fatta 
tcegliere Vangalo retto per unità, sieno i.° che il circolo 
intero , a parlar propriamente . non misura un angolo , poi- 
Fi g . ». chè in tal caso il raggio mobik CM , fig. 2 , è ritornalo ad 
applicarsi sul raggio CA ; a.° che il seno , al qual si rap- 
portano tutte le altre linee Irigoìinmetriche , prende nell esten- 
sione del quarto di circolo , ovvero dell angolo retto , tutti 
» valori, di cui è suscettibile. 
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l5 



della mela del quadrante ovvero di — * è— y"a (*), 

a 2 

L’ arco AB = — « essendo preso per unità , AM sarà 
di o* , 5 ; avremo dunque 

sen o» , 5 = cos o* , 5 = — V 2 = 0, 707106781185. 

Adesso , se si faccia 01 , 5 = a', troveremo 

sen — a' — sen o* , 25 = 0, 382683432365 , 

2 



cos — a' = cos ov , 25 = o, 92387953251 1 , 

ma continuando in tal maniera a dividere ciascun arco in 
due parli eguali , non caderemo sopra alcuna delle parti de- 
cimali del quadrante; arriverem solamente a degli archi di 
più in più piccoli , e che per questa ragione si approssime- 
ranno quanto mai si voglia ad essere eguali ai lor seni (17). 
Alla quattordicesima divisione , per esempio , si arriva ad 



un arco 



il quale non è che 



i 6384 



del quadrante , 



e il di 



cui seno è 0,000 og 5 873799, minore per conseguenza che 
0,0001; la piccolezza di quest’arco è dunque tale che desso 
non differirà dal suo seno nelle 12 prime cifre decimali. 

A più forte ragione sarà lo stesso per gli archi minori; 
ora è manifesto che lutti gli archi , i quali si confondono 
coi loro seni , e con le loro tangenti , sono proporzionali a 
queste linee : avremo dunque 



(*) Possiamo pure convincercene a priori , poiché il trian- 
golo CMP , fig. 6 , è allora isoscele , e si ha in conseguenza f;*. 6. 



di dove 



zPM 1 = CAf = 1 , 

PAÌ 2 z= 1 e PAI = l / - = L/ 2X4 = - 
1 r 1 r A a 
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sen 
di dove 



i» i» i» i» 

^ - • cnn • • • 

i 6384 * iooooo ** i 6384 * iooooo 
ovvero :: 100000 : 1 6384 - > 



1 6384 sen -j^; , 

sen o? , ooooi == = o, ooooi 5707963, 

100000 

almeno nelle dodici prime cifre decimali. Si troverà per la 
stessa ragione 

sen 01 , 00002 — 2 sen 0? , 00001 
sen o» , oooo 3 = 3 sen 07 , 00001 
sen 07 , 00004 — 4 sen 07 , 00001 , ec. 

Avendo cura di calcolare nel medesimo tempo il coseno , e 
la tangente di ciascuno di questi archi , vedremo che si può 
seguir questa via fino all’ arco , il cui seno , e la tangente 
si confondon pure nelle dodici prime cifre decimali. 

Mentre non si volessero avere i valori approssimativi 
se non che fino all’ottava decimale, potrebbesi proseguire 
allora fino all’arco di o? , 00 1 . 

Per elevarsi in seguito ad archi maggiori ci servire- 
mo dell’ equazioni 

sen 2a = 2 sen a cos a 
; cos 20 = cos o* — sen a* 

sen ( a + b ) = sen a cos b + sen b cos a 
003 ( a ±_ b ) = cos a cos b + sen a sen 6 ; 

facendo successivamente a = ov , oòi,o=o7 , 002, ec. nelle 
due prime, ne dedurremo 

sen 07 , 002, cos o» , 002 , sen 07 , oo 4 , cos 07 , 004, ec.; 
e prendendo in seguito a=oi , 001 , 6=07 , 002, a=os , 002, 
fc=o7 , oo 3 , ec. , otterremo col mezzo delle due ultime 

sen 07 , oo 3 , cos 07 , oo 3 , sen o? , oo 5 , cos 07 , oo 5 , ec. 

Ciò , che abbiamo esposto , serve per far comprendere 
come si possan formare le Tavole trigonometriche. Esiston 
<T altronde dei metodi più speditivi per calcolare i seni de- 
gli archi qualunque col mezzo di serie convergenti , le quali 
deduconsi dall’ equazioni del nrnn.° 11. Si troverai! queste 
serie nell’ Introduzione del mio Trattalo del Calcolo diffe- 
renziale , e del Calcolo integrale. 
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21. Per facilitare i calcoli si sono sostituiti fin da gran 
tempo ai valori dei serti , coseni , tangenti , e cotangenti i 
lor logaritmi ; e nella maggior parte delle Tavole altro non 
trovasi se non che questi ultimi ; di modo che , col lor 
mezzo , si risolve sempre l’ uno o f altro di questi Pro- 
blemi. 

i.° Essendo dato un arco , trovare il logaritmo del sm 
seno , ovvero quello del suo coseno , oppure quello della sua 
tangente , o quello della sua cotangente. 

2. 0 Conoscendo il logaritmo del seno , ovvero quello del 
coseno , oppur quello della tangente , o quel della cotangente 
<f un arco , trovare quest' arco. 

La soluzione di questi Problemi dipende dalla dispo- 
sizion delle Tarde ; disposizione , la quale non è la stessa 
in tutte , e che trovasi sempre spiegata in fronte di ciascuna 
di esse. Ecco perchè non ne farò qui menzione. Mi limi- 
terò ad indicare le Tavole di Callet, come le migliori re- 
lativamente all’antica divisione, e quelle di Borda , ovvero 
quelle dei Sigg. Hobert e Ideler , per rapporto alla nuova. 

Le Tavole Trigonometriche non abbracciano che l’esten- 
sione del quarto di circolo - , ma desse danno , malgrado ciò, 
i seni , e i coseni , le tangenti , e le cotangenti per tutti gli 
archi, comunque grandi essi sieno, come io lo forò vede- 
re esaminando l’andamento delle linee trigonometriche ri- 
spetto ai diversi gradi di grandezza , pei quali può pas- 
sare un arco di circolo. • ■ 

r -22. Per ben comprendere ciò che viene in appresso , 
bisogna ben concepire la legge di continuità , che regna sem- 
pre tra i differenti resultati che si deducono da una me- 
desima espressione algebrica , oppure da una medesima co- 
struzione geometrica , la quale consiste in ciò che ciascun 
valore'', che prende l’espressione, di cui si tratta, è 
sempre preceduto, o seguito da valori, i quali differisco- 
no tanto poco quanto si voglia dal primo , ed in ciò che nella 
descrizion d’una linea ciascun punto è sempre preceduto, o 
seguito da punti, i quali gli sono immediatamente con- 
tigui. Ciò posto, se si concepisce che il raggio MC, fig. io, Fig 
in primo luogo soprapposto ad AC , giri intorno al pun- 
to C come su d’ una cerniera , questo raggio formerà suc- 
cessivamente con AC tutti gli angoli possibili; ed il pun- 
to M , situato alla sua estremità , passerà per tutti i punti 
della circonferenza del circolo ABA' B'A , ovvero , eh’ è lo 
stesso , la descriverà. Seguendo con attenzione il movimento , 
che io indicato , si vede in primo luogo che nel punto A , 
Lacroix Trigonom. 3 
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ove l’arco è nullo, il seno è parimente nullo, ed il co- 
seno non differisce dal raggio AC. Allorché il raggio CM 
si è distaccato da AC, il seno PM aumenta a misura che 
il puulo M , che d’ ora in avanti chiamerò il punto descri ' 
venie , s’avanza verso B; e quando vi è pervenuto, PM 
diviene eguale a CB , o sivvero al raggio. Nelle medesime 
circostanze il coseno PC va sempre diminuendo, e divien 
nullo allorché il punto M è in B j 1’ angolo ACB è allora 



retto , e 1’ arco AB = 11 punto M continuando nel 

suo movimento al di là del punto B , il seno decresce , ed 
il coseno , il quale adesso cade sul diametro AA' , da un 
lato del punto C opposto a quello dove esso era prima del 
punto B , aumenta. Ciò è dimostrato dalla sola ispezione 
della figura -, P' M' , seno di ABM' , è minor di BC seno 
di AB ; e CP' , coseno del primo di questi archi, sorpassa 
il coseno del secondo , il quale è nullo. È a proposito d’os- 
servare che P'M' e CP' son respettivamedte il seno , e il 
coseno dell’arco A'M', contato dal punto A' , e supplemento 
di ABM' ; dal che ne segue che un angolo ottuso ha il me- 
desimo seno , ed il medesimo coseno che il suo supplemento , 
Allorché il punto M' è arrivato in A' il seno è nullo, 
come nel punto A , ed il coseno è di nuovo eguale al rag- 
gio. Nel punto A' l’ arco ABA' è eguale alla mezza-circon- 
ferenza , ovvero a * -, P angolo ACM è arrivato al suo mag- 
gior limile j ma nulla si oppone a ciò che il raggio CM , 
ed il punto descrivente non continuino il lor movimento , 
e non passino al disotto del diametro A A'. 11 seno, il quale 
diviene allora P"M", cade pure al disotto del diametro, ed 
aumenta a misura che il punto M" avvicinasi aB', mentre 
che il coseno CP" diminuisce. Al punto B', ove l’ arco AB A'B' 



3 3 

èi -7 della circonferenza, ovvero — *, l’uno è eguale al 

4 2 



raggio CB', e l’ altro è nullo. Finalmente da B' sino ad A 
il seno P'"M'" , sempre al disotto di AA', va continua- 
mente diminuendo , ed il coseno CP"', il quale si trova al- 
lora dal medesimo lato ove desso era nel primo quarto di 
circolo AB , aumenta e diviene eguale al raggio in A. In 
questo punto il seno è nullo , il punto descrivente ha ter- 
minata una rivoluzione , ma desso può ricominciarne un’al- 
tra -, e considerando sempre come un solo arco la totalità 
dello spazio percorso da questo punto fin dal principio del 
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movimento , avremo degli archi maggiori della circonfe- 
renza , e die avranno i medesimi seni , coseni , tangenti , 
cotangenti , di quelli, che sono stati descritti nella prima 
rivoluzione. Queste considerazioni conducono a delle conse- 
guenze importantissime per 1’ analisi , e che io ho svilup- 
pate nei miei Trattati del Calcolo differenziale e del Cal- 
colo integrale. 

a3. Bisogna cercar adesso come F espressioni algebriche 
dei seni, e coseni corrispondano alle diverse circostanze, che ho 

esposte. Per questo suppongo primieramente a — — * nel- 

2 

l’ equazioni 



eos ( a + b )=cos a cos b + sen a sen 6 2 
sen ( a + 6 ) = sen a cos 6 + sen é cos a ) 



(A). 



Osservando che cos — *=o, e che sen — * = 



si trova 



cos(-i * + 0)= + sen 6, 
seB(-^* + &)=cos5. 

Bisogna notare dite cose in qnèst’ espressioni , cioè, il loro 
valore assoluto, ed il segno dal quale esso è affetto. 

Questo valore si verifica sulla figura } poiché AB es- 
sendo eguale a — c, se si prenda l’arco BM' per 6, l’arco 
2 

AM* sarà — - ir -j- A ; ma P'M' essendo il seno di A'M' , co- 

me pure di AM', sarà desso il coseno di BM', ovvero di b r 
laddove CP' ne sarà il sena. 

Quanto poi al segno — dal quale cos ( — * -j- 6 ) è 

2 

affitto ne risulta che se si riguardano come positivi 1 il seno, 
ed il coseno d’ un arco minore del quarto della circonfe- 
renza, il coseno d' un arco maggiore sarà negativo , mentre 
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che il suo seno sarà positivo. Se facciasi ancora 6 = ~ 

avremo cos «• — — i , sen * = o. 

Supponendo in seguito che nell’ equazioni (A) a = * , 
otterremo , posto ciò che precede , 

cos ( * + b ) = — cos ò. 
sen ( * + b ) = + sen b. 

Il valore assoluto di queste formule può verificarsi colla 
stessa facilità di quello delle precedenti: il loro segno di- 

3 

mostra che qualunque arco compreso tra * , e — «ravrà il 



suo seno , ed il suo coseno negativi ; ed allorché b — — 
si ha 3 



3 3 

cos — «• = o , sen — *■ = — i. 
2 2 



Finalmente quando «=—«■, l’ equazioni (A) si ri- 
ducono , in virtù dei valori precedenti , a 

3 

cos( — *■ + &)= + sen 6, 

2 — — 



sen ( — # +b)=z — cosò, 
2 



e da ciò segue che qualunque arco compreso tra 




£ 

2 



ovvero 2 * , lia il suo coseno positivo ed il suo seno ne- 
gativo. 

Recapitolando questi risultati vedremo 
1 .° Che dal punto A sino al punto A' , ove l’ arco 
ABA' = «• , i seni son positivi : 

2. 0 Che dal punto A' fino al punto A , ove l’ arco 
ABA' B' A = , e vale a dire da * sino a 2 * , i seni son 

negativi : 

3.° Che dal punto A fino al punto B , ove l’ arco 



AB = — * 



2 



l 



i coseni son positivi : 
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4° Che dal punto B fino al punto B' , ove l’ arco 

3 1 i 3 

ABA'B' = — e vale a dire da — * a — * , i coseni son 
a a a 

negativi : 

5.° Finalmente che dal punto B' sino al punto A , ove 

3 

l’arco ABA'B'A = a*, e vale a dire da — *a a ir, i co- 

a 

seni son positivi. 

Ed osserverem senza pena che i seni cangian di segno 
allorché dessi passano al disotto del diametro A A', e i co- 
seni allorché passano da un lato all’altro del punto C , ov- 
vero che detti coseni cadono al di qua , o al di là del dia- 
metro BB' perpendicolare al primo. 

Con queste attenzioni estenderemo le formule del n.° 1 1 
a tutte le grandezze possibili degli archi AM , ed AN; e i FI «- A 
valori conclusi da queste formule si accorderanno con quelli, 
i quali si dedurrebbero dalla costruzione , e dai ragionamenti 
del n.° precitato, se si applicassero immediatamente agli ar- 
chi proposti ; esercizio il quale può essere utile al Lettore. 

24 . Seguendo il corso delle tangenti , troveremo che 
desse vanno sempre aumentando dal punto A fig. io, fino fi 



al punto B , ove l’ arco AM è divenuto eguale ad «. A 

2 



questo punto la secante NC confondendosi con CB , è pa- 
ralella alla tangente AN , ed in conseguenza più non rin- 
contra ; di tal maniera che l’ arco AB non ha, a parlar pro- 
priamente, tangente trigonometrica. Frattanto si dice che 
la sua tangente è infinita; ma per quest’espressione bisogna 
intendere che prendendo il punto M tanto vicino al punto B 
quanto sarà necessario, troveremo una tangente AN mag- 
giore di qualunque siasi quantità cbe vorremo. Questo è 
pure ciò che dimostra l’ equazione 

sen d 

tang a = la quale dà per tang o un valore tanto più 

grande quanto cos a è più piccolo , ovvero quanto più ci 
avviciniamo al punto B. 

Allorché a=o» , 5o , si ottiene cos a = sen a , ed in 
conseguenza tango», 5o=i. 

Dimostrasi la stessa cosa mediante il triangolo CAN , 
fig. 9 , il quale diviene isoscele in questo caso, poiché l’an- r>s r 
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goto ACN essendo eguale alla metà d’ un retto, la stesso ne- 
cessariamente succede a riguardo anco dell’ angolo ANO, la 
tangente AN è dunque eguale al raggio. 

Quando l’arco AM è maggiore di ~*ì «1 ra 99*° MCI 

non incontra altrimenti la linea AN al disopra del diame- 
tro, ma al disotto. La vera tangente AN' è eguale eom’ò 
facil vedere, ad A 'n' tangente dell’ arco A'M' , supplemento 
di AM', ma si trova posta in un senso opposto. Nel terzo 
quarto di circolo la tangente , eh’ è stata nulla al punto A', 
ripassa al disopra del diametro AA', ed AN è ancora la tan- 
gente dell’ arco AA'M". Il raggio divenendo nuovamente pa- 
ralello ad AN nel punto B' , la tangente è infinita anco in 
questo punto passato il quale dessa ritorna al disotto del dia- 
metro: infatti l’arco AA'M'" , per esempio, ha evidente- 
mente per tangente AN'. 

a5. Ora esamino ciò che risulta dall’ espressione alge- 

... sena 

urica tanga = . 

cosa 

È manifesto che il suo valore sari positivo in tutti i 
casi ove il seno , e il coseno saranno del medesimo segno, 

i 3 

il che ha luogo da o fino a — * , e da «■ fino a — «■ : 

a a 

. 3 

desso sarà in conseguenza negativo da — «■sino a «•, e da — «• 

fino a 2 «- ; dal che ne segue che , per le tangenti , come 
pei seni , e i coseni , i cangiamenti di segno corrispondono 
pure ai cangiamenti di situazione. Troverebbcsi parimente 

che le cotangenti son positive da o° fino ad «• , e da *■ 

3 i 3 

fino a — «■, e negative da — * fino a «■ , e da — «■ fino a 2 «*. 
a 2 a 

a6. Nel calcolo incontransi alcune volte degli archi ne- 
gativi, il seno ed il coseno dei quali possono pure deter- 
minarsi col mezzo delle formule del n.° 1 1 . L’ espressione di 
sen ( a — b ) cangiando di segno allorché vi si cangia a in b , 
c 6 in a, fa vedere che sen ( b—a ) = — scn ( a — b ) j 
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così quando a > b , l’ arco negativo b — a ha un seno ne- 
gativo. 

Se si costruisse la fig. 4 *, in questa ipotesi, prenden- fì S 4*. 
do AM=ò , MN = a , e portando quest’ ultimo arco al di- 
sotto del punto M, per operare come è stato detto nel n.° 1 1, 
l’ arco AN' si troverebbe al disotto di AC in luogo d’essere 
al disopra : il seno Q ; N # eangerebbe dunque di lato , nello 
stesso modo che l’ arco. Quanto al coseno , desso resterebbe 
dal medesimo lato , e col mezzo delle formule si trova pure 
che cos ( 6 — a) = cos(a — 6). 

27. La proposizion dimostrata nel n.° 11 , ha ancora 
delle numerose conseguenze , alcune delle quali saranno in 
seguito necessarie ; ecco perchè io le porrò adesso. 

i.° Sommando tra loro le due equazioni 



sen 



, ... sen a cos 6 4 - sen 6 cos a 

(a + ò) = T. , 



. sen a cos 6 — sen b cos a 

sen ( a — b ) = R , 



avremo 



2 sen a cos 6 

sen ( a+ 0 ) + sen (a — 0 ) = , 

R 



di dove 



R R 

sen a cos è = — sen (a + *>) + — sen (a — b ). 

2. 0 Togliendo la seconda equazion dalla prima avremo 

. ... . .. 2 sen b cos a 

sen ( a b ) — sen (a — b) = - 



R 



di dove 



R R 

sen 6 cosa = — sen(a-J-i) -sen (a — b ). 

Allorché a=b , questa formula e la precedente danno 
R 

cos a sen a = — sen 20. 

2 

3 ." Sommando tra loro le due equazioni 

_ . . . . cos a cos b — sen a sen 6 

cos ( a -j- è ) = R , 



Digitized by Google 




24 TRATTATO ELEMENTARE 

, .. oos a cos 6 4 - sen a sen 6 

cos (a-b)= T. , 



avremo 



, , . . , , , . a cosacos 6 

cos(a + 6) + cos(a— 6) = , 

1\ 



d’onde 



R » 

cos a cos i= — cos (a+ 6)4- — cos (a — 6). 



Allorché a — b, questa formula dà 
cosa* 



R , R 

— cos 2 a -J — -, 
2 2 



osservando che il coseno è eguale al raggio allorché l’arco 
è nullo. 

4 -° Togliendo la prima dalla seconda, conseguiremo 

cos (a — b) — cos ( a + 5 ) = , 

di dove 

sen a sen 6 = -^ cos (a — 6 )— — cos ( a b ). 

Allorché a = 6 , questa formula somministra 
R* R 

sen a — cos uà. 

2 2 

l • . . § . ' • I - . . r i 

5 .° Se si faccia a -f- b = a', a — b — b', troveremo , 
sommando queste due equazioni, 2 a—a'-{-U, e togliendone 
la seconda dalla prima , 2 b =. a' — b‘ 5 segue da ciò che 

a' + V , a 1 — V 

a — — , b — . 

2 3 

Ponendo questi valori di a e di b nell’ espressioni di 
sen a cos b, sen b cos a, cos a cosò, sen a sen 6, preceden- 
temente ottenute, troveremo 



sen-L (a'+ò , )cos (a' — b')—^ ( ^n a'-j- sen b' ) 
cos — ( a' -f- b' ) sen — ( a' — b ' )= — (sen a'— sen b' ) 
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cos — ( a' -f b 1 ) cos — ( a'—V) = — ( cos a' + cos 6' ) 

2 2,3 

sen -i- (o' + fr , )sen-^ (a* — b' ) = ^ (cosò 1 — cos a'). 

Dividendo la seconda delle formule precedenti per la 
prima, avremo 

008 "a* ^ ^ ^ ^ 8611 "a ( o/ — ^ ) 

*en — ( a'4- V ) cos — ( af — V ) 

‘ 2 7 2 



scn ( a' — V ) cos ( a' -f- 6' ) 

cos ( a' — V ) sen ( a' -J- b 1 ) 



sen a' — sen b 1 
sen a' -j- sen bf 



Osservando in seguito che -^ n ^ A (8), e che in con- 

cos A R ' ” 

cos A R 

seguenza 



wo r» a « 

a = , otterremo 

sen A tang A 



tang ( af — bf ) 
tang (a'+i/) 



i 

sen af — sen b* 
sen a' -f- sen b> 



Concluderem parimente dalle due ultime formule ripor- 
tate qui sopra che 

I 

cos V- cosa' tan g^(« , + 6 / )tan ^(af-V ) 

cos af -f- cos V ~~ R» 

Dividendo l’ espressione di sen ( a + b ) per quella di 
cos ( a + 6 ) , avremo 

sen ( a + b ) s en a cos b + sen b cos a , 

cos ( a + b )~ cos a cos b + sen a scn 6’ 
dividendo in seguito il numeratore ed il denominatore della 
frazione del secondo membro per cos « cos 6, desso diverrà 
Lacroix Trigonom. 4 
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seti a + sen b 

cos a ~ cos b 

- • 

. — sen a sen 6’ 
i 4. . 

cos a cos b 



e siccome in generale 



sen A 
cos A 



: ^ A (8) , si otterrà con 



questo mezzo 
tang ( a + b ) 



tango + tang 6 

R ~ R R(tang a Hk tang b ) 



tango tang 6 J R*+lang o tang 6’ 

1 + R * R 

, . , R* ( tang a + tang 6 ) 

finalmente tang ( o ± 6=- ^ ui ngatuugò • 



R 



R* , v 

Rammentandosi che cot A = (9) , troveremo 

tang A 

. -1 R * R* + tang otang & __ 

00 ' a — ' tang ( 0 + b ) tang o + tang b 

R* R* 

R* + cot o ’ cot b 
R a 4. R* » 
cot a~ coti 

e riducendo, arriveremo a • 

, , . . cot a cot b X R* 

cot (o± b , 

cot b + cot a 



i 



28. L’equazione 



tang-^ [a 1 — V) 
tang -i ( a' + V ) 



sena' — sen 
sen a! -f- sen V 



dalla quale resulta che la somma dei seni di due archi sla 
alla lor differenza , come la tangente della semi-somma di 
questi archi sta alla tangente della lor semi-differenza , si 
ottiene immediatamente per mezzo d’ una* costruzione geo- 
metrica elegantissima. 
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AM ed AN , fio. n , essendo i due archi a' e f , fij.h. 
avremo MP = sen a’, NQ = sen V ; conducendo NG para- 
iella al diametro AB , e prolungando MP fino in M' , re- 
sulterà 

M R = M P — NQ = sen a 7 — sen V , 

M'R = M'P + NQ = sen a 1 -f- sen V (» 4 )* 

Ciò fatto , se dal punto C come centro , e con un raggio CD 
eguale a quello del circolo ACB, si descriva un arco EDG , 
e si conduca al punto D di quest’arco una tangente termi- 
nata dalle rette CM e CM 7 è manifesto che DF , DH 
saranno le tangenti degli archi DE e DG , i quali misu- 
rano gli angoli MCN e NCM' 5 e siccome questi angoli 
hanno il lor vertice alla circonferenza del circolo ACB, 
dessi avran pur per misura la metà di 

NM = AM — AN = a 7 — 1 / , 

e quella di 

NM' = AM 7 + AN=a' + òf; 
avrem dunque 

DF = tang-^ ( a ' — ò 7 ), DH =tang (o'-f-J 7 ). 

Ma a motivo delle paralelle MM' e FU, avrem questa 
proporzione 

mr : m'r :: df : dh, 

• i 

sena'— sen6 , :seno'+sen6 , ::tang^ (a 7 — à'Jjtang-i (o'-j-ft 7 ); 

ciò che riducesi all’equazione proposta. 

Sarebbe facile di modificare la costruzione suddivisala 
in modo da dedurne le diverse equazioni analoghe a quel- 
le che abbiam dimostrate. 

- 29. Siccome si ha spesso occasione di far uso delle for- 
mule , alle quali sono precedentemente arrivato , le ho riu- 
nite nella Tavola seguente con altre, le quali deduconsi 
con metodi focili a immaginarsi. 1 numeri, che si leg- 
gono accanto a ciascuna formula , indicano gli artieoi i ove 
desse sono state trovate, ovvero dai quali possiamo con- 
cluderle. 
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Tavola delie Formule Trigonomelriehe le più usilate. 



sen a* + cos a* = R* (io) 



sen ( a + 6 = 



sen a cos b + sen b cos a) 



cos(« + b)~ 



cos a cos b + sen a sen 61 



sen a cos 6 ss 

t . ? * . . • 


— R [sen(a+fc)+senX<i— 6)] 


cos a sen b = 


— R [ sen(a-j-ft)-^sen(a — 6)] 


cos a cos 6 = 


■^■R [cos (a + &)-{- cos (a — &)] 


sen a sen 6 ss — 

* ■ 1 


R [ cos(a-}-6) — cos(a— 6)] 


1 

sen a -f- sen 6= 


2 1' I 

— sen — (a+ò)cos —(a— 6) 


) 

sena — sen 6 = 


~ cos — - (a-f-6)sen —(a — b) 


cos a -{-cos 6 = 


5* CO» 1 (a+6)cosl(a— i) 

• *cv 1 • «te 


cosa — cosò— - 


- W^n "2 (°"^^ sen ^C® — 



f V " 



ssenacosa 



ii), sen — a= — VaR*— 2Rcosa (i3) 



2 2 



cosa* — sena* 2 cos a 2* — R* . 
cos aa= s = r (11) 
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Seguilo della Tavola delle Formule Trigonometriche. 




/ 
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Seguilo della Tavola delle Formule trigonometriche. 



sen <z+sen b 


tang ~ (a+6) 






sen a — sen 6 


tang (a — 6) 






sen a+sen b 


tang-i (o+6) 


sen a 


tang-io 


cos a-j-cos b 


R R+coso 


R 


sen a+scn b 


cot — (a — 6) 


sen a 


cot JL a 
a 


cos a — cos b 


R R — cosa 


1 R 


sen a — sen b 


tang ( 0 — 6) 






cos a+cos b 


R 






sen a — sen b 


cot 1 (o+6) 






cos a — cos b 


R 






cos a+cos b 


cot ■— (a — 6) 


sec o + sec 6 


cos a — cos b 


tang (o+6) 


sec a 


— sec 6 


R tang a 

sen a =z ,oosa=- 


R* 


= (8, io] 



19 19 

R=sen i?=coscw=tang — =cot — =seco? = cosec i» 

= — sec ( 2 3, a 4) 

2 O 

sen a= — corda 20 (i4)> 

2 

sen ( 19 ± b ) = + cos 6 , cos ( 1» + 6 ) = + sen 6 
sen(2* ■+■ 6)= + scn6, cos (2» + b) = — cos 6 / 

sen ( 3 ? ±b) = — cos6, cos ( 3? + 6Ì = + sen 6 ; 

sen( 4? + 6) = ± sonò , cos (4? + 6)= -fcosft 
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3 o. Principio adesso a parlare dell’ applicazion delle Ta 
vola Trigonometriche, alla "risoluzione dei triangoli , jwr la 
quale bisogna rammemorarsi che col mezzo di queste Tavole , 
allorché un angolo è cognito , il valor del suo seno , quello 
del stio coseno , quello della sua tangente , e quello della 
sua cotangente son parimente cogniti, e che reciprocamente, 
quando il valore d’ una di queste linee è dato, quello dcl- 
1 ’ arco debb’ essere riguardalo come dato. 

Sia CDE , fig. 12 , un triangolo rettangolo in D , da F|i ia 
uno degli angoli acuti C , come centro, si descriva , con un 
raggio eguale a quel delle Tavole , 1 ’ arco AM ; si ablrassi 
MP perpendicolare sopra AC ; finalmente s’ alzi la tangente 
AN per formare i due triangoli delle Tavole , cioè, CPM , 
che sari quello del seno e del coseno , e CAN quello della 
tangente e della secante. L’ uno e l’ altro saranno simili al 
proposto triangolo , e paragonandoli successivamente con 
quest’ultimo ne ricaveremo 



CM : PM :: ce : de) to 
cm : cp :: ce : cD> ovvero {R 

CA : AN :: CD : DE ovvero IV 



sen C 
cos C 
tang C 



CE : ED 
CE : CD 
CD : DE 



L’angolo E essendo complemento dell’angolo C, avre- 
mo cos C = sen E; le due prime proporzioni possono unirsi 
in una sola ed enunciarsi cosi : Il raggio sta al seno d’ uno 
degli angoli acuti del triangolo rettangolo proposto , come 
l'ipotcnusa sta al lato opposto a quest’angolo. 

La terza dimostra che il raggio sta alla tangente cf uno 
degli angoli acuti del triangolo rettangolo proposto , come il 
lato dell' angolo retto adiacente a quell angolo acuto sta al 
lato opposto. 

11 raggio essendo sempre dato servirà conoscere due 
dei tre altri termini di ciascuna delle proporzioni, che ho 
enunciate per trovar quella che resta. Così in virtù della 
prima determincrem sempre una di queste tre cose, cioè, 
/’ ipotcnusa , un lato ed un angolo acuto , allorché se nei 
conosceranno due sole. 

Ilo posto semplicemente un angolo acuto , benché la 
proporzione esiga che quest’angolo sia opposto al lato dato 
o cercato, perchè Uno degli angoli acuti fa trovar l’altro 
immediatamente 5 cd in conseguenza, se quello che si co- 
nosce ovvero quel che si cerca , non soddisfi a tal condi- 
zione, si può tosto impiegare il suo complemento. 

Per la seconda proporzione determineremo sempre una 
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di queste tre cose , cioè , i due lati d’ un angolo retto , ed 
un angolo acuto allorché se ne conosceranno due sole. 

Segue da ciò i.° che, conoscendo un lato ed un an- 
golo d’un triangolo rettangolo, si possono calcolare gli altri 
ìlue luti ; a." che conoscendo due qualunque dei lati , si pos- 
sono calcolar gli angoli acuti. 

Questi due casi non comprendono quello ove si hanno 
due lati qualunque d’ uu triangolo , e se ne cerca il terzo-, 
ma questo caso si risolve subito mediante la . proprietà co- 
gnita del triangolo rettangolo, la qual somministra 

CD'* -)-DE a =CE a , e di dove ricavasi CE= 

Se si conoscesse l’ ipotenusa CE ed uno dei lati del- 
l’angolo retto, DE, per esempio, avrebbesi 




Osservando che CE a _ DE a — (CE + DE)(CE— DE), 
e prendendo i logaritmi dei due membri dell’ equazione 
CD = V ( CE -f- DE ) ( CE — DE ) , si troverebbe 

1 CD = ~ [ 1 ( CE + DE ) -+• 1 (CE — DE ) ]. 

Allorché si costruiscono formule, le quali debbon 
servire a calcoli numerici, fa di mestieri procurar sem- 
pre di prepararle in tal modo che vi si possano applicare 
comodamente i logaritmi , e vale a dire che non siamo ob- 
bligati di passare dai logaritmi ai numeri , e di ritornare 
da questi ultimi ai primi se non che il meno che sia possi- 
bile. Applicando i logaritmi alla ricerca di CD col mezzo 
della sua prima espressione, conosceremo evidentemente l’og- 
getto di quest’osservazione speciale. 

Terminerò quest’ esposizion dei principi, i quali con- 
ducono a risolvere i triangoli rettangoli , osservando che i 
due casi trattati in ultimo luogo si risolvono pure mediante 
le due proporzioni riportate sul principio di quest’articolo: 
poiché i.° se conoscendo CD c DE si voglia trovar CE , 
potrem calcolare uno degli angoli acuti , C , per esempio, 
col mezzo della proporzione R : tang C : : CD : DE -, avendo 
trovato quest’ angolo calcoleremo l’ ipotenusa CE colla pro- 
porzione R : sen C CE : DE, nella quale conosceremo 
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i tre termini R, sen C e DE; allorché conosceremo 
l' ipotenusa CE cd uno degli altri lati, CD, per esempio, 
calcoleremo l’angolo acuto opposto al lato cercato mediante 
la proporzione R : sen E ovvero cos C ; : CE ; CD ; poi 
troveremo il lato DE colla proporzione R t sen C : ; CE : DE. 

3i. Si può riepilogare ciò cheabbiam detto sui triangoli 
rettangoli iu una maniera comoda denotando i lor angoli 
per A , B , C , essendo A l’ angolo retto , e chiamando a, 
b e c i lati , i quali son respetlivamente opposti a ciascun 
di questi angoli , come lo mostra la fig. i3. Avremo pri- Fig.is. 
interamente pel primo principio 

R : sen C :: a ; c, R : sen B a : 6, 
di dove ricaveremo 

c senC b scnB 

~à ~ “ÌT ’ ~à ~ IT" 

Eliminando a da queste due equazioni , il che si fa divi- 
dendo ciascun membro della prima per il suo corrispon- 
dente nella seconda, troveremo 
V senC. 

6 senB’ 



^ senC tangC , . 

e siccome sen B = cos C , e — - = — , ne resulterà 

; * f , "l • COSvi |l., , 

c tangC . . , . . 

— = — ; equazione , che rappresenta il secondo prin- 

b R • . , , • • i 

cipio enunciato nel numero precedente. 

Finalmente , se si quadra ciascun membro delle due 
prime equazioni, e si sommino in seguito membro a membro 
l’ equazioni resultanti osservando che 

sen C’ 4- sen B 1 == sep C* -j- cos C* = R* (io) avremo 

c » b % 

— 4- — = i , ovvero b 2 + c* = o*. 
a 1 a 

Segue da ciò che le due equazioni 
c senC b senB 

H ÌT? —R\, . ‘ . 



bastano unitamente alla relazione , che esiste tra gli angoli 
B e C , per risolvere tutti i casi dei triangoli rettangoli. 
Lackoix Tìugoh. 5 
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3a. Il principio , sul quale è fondata la risoluzione dei 
triangoli rettangoli , conduce a quella dei triangoli qualun- 
que essi sieno, abbassando dall'angolo B del triangolo ABC, 
* fi9- i4i ima perpendicolare BD, formerem due triangoli 
ABD, BDC, rettangoli in D; avremo nel primo 

R : sen A :: AB : BD 

e nel secondo 

r : sen c :: bc :: bd, 

le quali proporzioni somministrano 

R X BD = sen A X AB, R X BD = sen C X BC , 
d’onde in conseguenza procede 

sen A X AB =sen C X BC ovverosen A : sen C : : BC : AB. 

Allorché la perpendicolare cade al di fuori , 1’ angolo C 
non è comune al triangolo ABC ed al triangolo BCD , ma 
1’ angolo BCD e l’angolo BCA, equivalendo insieme a due 
angoli retti , hanno il medesimo seno ( 22 ). 

La proporzione ottenuta qui sopra può convertirsi in 
principio generale, ed enunciarsi così: In un triangolo qua- 
lunque i seni degli angoli sono Ira loro come i lati opposti 
a questi angoli. 

33. La medesima proposizione dimostrasi pure nella 
maniera seguente , la quale sembra più analoga all’ idea , 
che ho di già data della Trigonometria nei num.‘ i.° e 2. 0 

Ftg.is. Avendo inscritto il triangolo ABC, fig. i5, in un cir- 
colo , se si descriva col centro 0 di questo circolo , e con 
un raggio Oa, eguale a quello delle Tavole , un altro cir- 
colo afte, e poi si uniscano con le rette, ab , ftc, ed 
ac , i punti ove i raggi AO , BO , CO incontrano il cir- 
colo delle Tavole , formeremo un triangolo abe simile al 
triangolo proposto , e di cui i lati ab , bc ed ac si dedur- 
rà n dalle Tavole. 

La similitudine dei due triangoli ABC ed abe divien 
manifesta allorché s’osserva che le rette aO, ftO e cO 
essendo eguali , come raggi d’ un medesimo circolo come lo 
sono le rette AO , BO , CO , i triangoli AOB , BOC ed 
AOC hanno i loro lati , AO e BO , BO e CO , AO e 
CO tagliati proporzionalmente nei punti a e ft , ft e c , a 
e c , ed in conseguenza le rette AB -e ab , BC e ftc , AC e 

ac soo respettivamente paralelle : si ha dunque 

< 

ab ; bc : ac «ft : ftc ; oc, 
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1 , i . i 

; I — ab — be i — ac. 

2 a a 

Ciò posto gli angoli del triangolo abc avendo i loro 
vertici sulla circonferenza , son misurati dalla metà dell’ ar- 
co , che sottende il lato , che loro è opposto , e ciascun di 
questi archi ha evidentemente per seno la metà di questo 
medesimo lato ( a 4) : dunque 

— ab =sen c = scn C T 
a 

— bc = scn a= scn A , 

a 1 

i 

— ac — sen 6 = seu B , 

a ' 

ed in conseguenza 

AB ; BC : AC :: sen C : sen A : sen B. 

Il paragone dei triangoli AOB ed aOb dimostra di p iù 
che AB I oà : ; AO : aO , ovvero che AB : a sen C : ; 
AO : aO , e vale a dire che ciascun lato del triangolo ABC! 
sta al doppio del seno dell'angolo che gli è opposto come 
il raggio del circolo circoscritto sta a quel delle Tavole (*). 

34 . Denotando, come nel n.° 3i , i tre angoli per A, 
B, C, ed L tati respeltivamente opposti a ciascun di questi 
angoli per a, b r c r avremo , dietro a ciò che precede , 
le proporzioni 

sen A l sen B :: a : b r 

sen A ; sen C :: a : c T 

sen B : sen C b ; c r 



(*) Pbtrebbonsi considerare le linee rette ab, bc ed ac 
come i séni medesimi di questi angoli A , B, C , prendendo 
per unild il diametro del circolo abc. Egli è in questa ma- 
niera che il Sig *. Carnot le ha presentate nell' opera inti- 
tolala Geometria di posizione. Vi si trova , (Retro a questa 
definizione, una dimostrazione semplicissima ed elegantis- 
sima della proposizione del n.° 11 , e delle sue derivate le 
più importanti. 
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dalle quali ne dedurremo l’ equazioni. 

b senB c senC c senC 

a senA’ a senA’ b senB' 

Risolveremo immediatamente con queste proporzioni un 
triangolo : i .° allorché si conosceranno due angoli e un lato, 
poiché allora tutti gli angoli saranno dati , ed i lati cer- 
cati saranno necessariamente opposti a due di questi angoli, 
se , per esempio , a è dato , come pure gli angoli B e C, 
toglieremo la somma di questi angoli da due retti per aver 
l’ angolo A , e le due prime proporzioni faran conoscere i 
lati cercati b e c; a.° quando avremo un angolo e due 
lati , uno dei quali sia opposto all’angolo dato ; se questo 
è , per esempio , l’angolo A , coi lati a e b , calcoleremo 
l’angolo B per la prima proporzione, e conoscendo allora 
due angoli ricaderemo nel caso precedente. 

Vi son due casi, i quali non essendo compresi negli 
altri , che ho esaminati , sembrano sfuggire al metodo : que- 
sti son quelli, nei quali si conoscon due lati e f angolo 
contenuto , ovvero i tre lati ; ora mi occuperò dell’ uno e 
dell’altro. 

35. Suppongo in primo luogo che si conoscono i due 
lati a e 6 e l’angolo contenuto C. Ponendo l’ equazioni 

c senC c senC 

a sen A ’ 6 senB 

sotto la forma 

a sen C = c sen A , b sen C = c sen B , 
per sommarle membro a membro, ed in seguito sottrarle 
una dall’altra, si trova 

( a-j-&)senC=c(sen A-j-senB), 

(a — 6)scnC = c(sen A — senB); 
dividendo l’ultimo resultato pel primo, il lato incognito o 
disparisce, e si ha 

a — b sen A — sen B 

a-\-b sen A -J- sen B' 

Ma abbiamo veduto (27) che 



sen A — sen B tan ^ 2 ^ A R ^ 

senA + saiB- taiig _ L(A + B) 

2 
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ne concluderemo dunque 

tang — (A — B) 
g — b _ 2 ^ 

tang-^ (A + B) 

di dove ne dedurremo la proporzione 

a + 6 : a—b :: tang (A + B) : tang-^ (A— B), 

la quale si enuncia così : La somma di due lati d' un trian- 
golo sta alla lor differenza , come la tangente della semi 
somma degli angoli opposti a questi lati sta alla tangente 
della lor semi differenza. 

Tutto è cògnito in questa proporzione eccettuato A — B, 
poiché , se si tolga da due quadranti la misura dell’angolo 
cognito C, il resto sarà quella di (A+B) ; prendendo per- 
ciò il valore di tang ~ (A — B) , otterremo 

tang “ ( A — B ) = ^ X tang ± ( A+B ) } 

formula, che farà conoscere A — B. Ponendo in seguilo 
A + B = m, A — B = n, 

c sommando quest’ equazioni , concluderemo 

m+n 

2A = m + n , ovvero A = , 

' a 

dipoi togliendo la seconda dalla prima , otterremo 

m — n 

2B = m — n , ovvero B = 

’ Ol 



(*) Possiamo pure , per maggior brevità , segnare la 
proporzione 

a : b j: sm A : sen B ( 32 ), 
dalla quale immediatamente ricavasi 

a + a : a — b : : sen A + sen B \ sen A — sen B ; 
e ne concluderemo , per U n.° 28 , 

a + b ; a — b : ; tang ( A + B ) : tang ^ ( A—B). 
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Si fa manifesto da ciò che, conoscendo la somma m 
e la differenza n dei due angoli dimandati A e B, trove- 
remo il maggiore sommando la metà della somma colla me- 
tà della differenza, ed il minore togliendo la metà della 
differenza dalla metà della somma. 

Allorché avrem calcolali tutti gli angoli , troveremo il 
terzo lato colla regola della n.° 32 . 

36 . Possiamo pure trovare immediatamente il terzo lato 
abbassando una perpendicolare sopra uno dei lati dati, dal- 
r%.«6. l’angolo A , per esempio, sul lato dato BG , ftg. r6. Avre- 
mo , per la proprietà cognita dei triangoli obliquangoli , 

AB 3 = AC a -{-BC a +2 BC X PC , il segno superiore aven- 
do luogo quando la perpendicolare cade dentro del triangolo, 
come nella figura , ed il segno inferiore nel caso che dessa 
cada al di fuori ; di più , nel triangolo rettangolo ADC si 
ha ( 3 o)DC=AC X sen DAC=ACX cos C, facendo R = i ; 

concluderemo da ciòAB a = AC a -j-BG a — a AC X BCXcosC, 
ed in conseguenza 



AB= j/ AC a +BC a — aAG.BC.cosC, 

formula, la quale riducesi , secondo i simboli stabiliti , a 

c = V a 1 + 6 ’ — aab cos C; 

e darà il lato c per mezzo degli altri due a c Ir, o dcP- 
l’angolo C.Un segno solo basta riguardo al termine 2 ab cos C, 
perchè , quando P angolo C è ottuso , il suo coseno è nega- 
tivo e cangia per conseguenza il — in + come lo esige la 
costruzione geometrica. 

37. Questa formula non si presta tanto comodamente 
al calcolo logaritmico ; ma siccome si Ita 

cos aC = 1 — 2 sen C 1 (27) , 

avremo pure 

cos C = 1 — 2 ( sen C )* r 

scrivendo C in luogo di C j e in virtù di questa trasfou- 
mazionc otterremo 
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c = a'-J-6’ — 2«6 + 4«6(sen— C)*= 



% 



//(a — by + iab ( sen-i C )*. 



asen — C 

2 1-7 



Facendo in seguito - - a _ b V at> — tang * ì ne 



resulterà 



c = ( a — b ) V 1 + tang a 



a — b 



, poiché 



COS a: 



COS a 

= — 1 . Calcolerem facilmente la tang * col 

■y/ i-J-tang* 1 

mezzo della prima formula , ed allorché saremo arrivati al- 
l’aDgolo », avremo 

a — b 

per la seconda c = • 

cos « 



38 . L’ equazione e — \/ a* -f* 6* — a ab cos C fa cono- 
scere l’ angolo C allorché i tre lati a, tee, son dati ; 
poiché inalzando ciascun dei suoi membri al quadrato , se 
ne ricava 

a* -j- 4 * — c* = a ab cos C. 



di dove 



cos C 



a» -j- 6» — c» 

a ab 



ma quest’espressione essendo poco comoda per il calcolo 
logaritmico , fa di mestieri cercarne un’ altra. 

Se si scriva aC' per C , e pongasi i— a sen C' 1 in luogo 
di cos (1(27), avremo quest’espressione 

c* — a 1 — 4* c* — a 1 — 6*4- 2 ab 

2 " o c ' - ■ + — ^r~= — sì — = 



c* — ( a — b y ( c-f-a — b ) (c — a-f- 4 ) 

2aò 204 

ed in conseguenza 




4o trattato elementare 

sen C'* =à — ! r-~- ! — '■= 



(c + a — 6) ( c — a + 6 ) 



2 




2 


ab 



ma è facil vedere che 
c-j-u— b 


(c-f-a + 6) r 


2 




1 

+ 


ì 

t 


2 


= » 05 



se dunque si faccia c -f- a+ 6 = f , avremo, prendendo 
la radice quadrata , o rimettendo ~ C in luogo di C' , 



sen 



2 ( ab 



formula, la quale conduce alla regola seguente: 

Per trovare un angolo d’ un triangolo allorché i tre lati 
sen cogniti , dalla semi somma dei tre lati togliete successi- 
vamente ciascuno di quelli , che comprendon V angolo cer- 
cato ; moltiplicate i due resti tra loro; dividete questo pro- 
dotto per U prodotto dei lati , che comprendon V angolo cer- 
cato , e prendete la radice quadrala del quoziente ; avrete il 
seno della metà di quest’angolo. 

39. La soluzione di tutti i casi de’ triangoli obliquan- 
goli non dipende, come si vede, che dalle tre regole enun- 
ciate nei num. i 3 a , 35 , e 38 , e riposa sul principio , dal 
quale si è ricavata la soluzione dei triangoli rettangoli nel 
n.° 3 o: sarà dunque facile, con un poco d’ attenzione, di 
ritener queste regole: ed il calcolo degli esempi che darò, 
sarà bastante per porre il Lettore in istato di ben applicarle. 

Esempi della risoluzione dei Triangoli rettangoli. 

i.° Conoscendo nel triangolo rettangolo BAC, fig. i 3 , 
lS l’ ipotenusa a ed un lato c , trovare l’ angolo oppposto C 
a questo lato. Sia l’ ipotenusa a=i 3 m{,ri , 178 , il lato c=7 B ‘, 
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357. Avremo ( 3 i), per determinar sen C, la proporzione 
a : c :: R : sen C, 



dall» quale ricavasi 
e prendendo i logaritmi, 



r __ RX c 
sen C = , 



1 sen G = IR + le — lo. 

Per maggiore semplicità, si fa quasi sempre il raggio 
eguale all’unità; il suo logaritmo è allora zero , non bi- 
sognerà in conseguenza tenerne alcun conto, ed in luogo 
d’ effettuare le sottrazioni , s’ impiegano i complementi arit- 
metici , la teorica dei quali vien esposta alla fine de’ miei 
Elementi d’ Algebra. Ecco l’operazione: 

le = I7 , 357 = . . 0,8667008 

comp. arit. la = comp. arit. 1 13,178 =8, 88 oi 5 o 5 



somma, ovvero 1 sen C = 9,74685 i3 , 

che , nelle Tavole corrisponde a ov , 377 =C. 

2. 0 Conoscendo l’angolo C = o* , 5837 , l’ ipotenusa 
a = 33 ™ , a 53 , trovare il lato b. Avremo ( 3 t) 

R : sen B ovvero cos C ; : a ; b , 
di dove ricavasi 

, a X cosC 

— R~ ’ 

16 =la-|-l cosC — lR = la + lcosC; 



ora, la = 133,253= . ...-4 i,52i83o8 

1 cos C = 1 cos 01 , 5837 = 9,7841210 

somma, ovvero 10 = '. . . i,3o595i8, 

che corrisponde nelle Tavole a 20”* ,228 = b , coll’ errore 
minor d’ un millesimo. 

3 .° Conoscendo il lato c= 5 m , 3 gi, e l’angolo B=o», 35 oa, 
trovare il lato b. Avremo ■ , 

' . » ’ - t • -» 4 . 

R : tang B :: c : 6 , 

di dove ricavasi 

c X tang B 



. </ — , 

• R 

16 = le + 1 tang B — IR ; 
Lacroix Trigonom. 6 
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ora , le = 1 5,3gi = 0,78(6693 

1 tangB = 1 tang o? , 35o2 = 9,7876255 

somma , ovvero le= 0,5192948, 



che risponde nelle Tavole a 3 ,n ,3o6 = c. 

Esempi della risoluzione de’ Triangoli obliquangoli. 



Fi g i6. I -° Conoscendo nel triangolo ABC, fig. 16, il lato c 
’ e gli angoli A e B , trovare il lato b. 

Sia A = 1? ,28o5, B = 01 ,5879, c— 27", 348; l’an- 
golo C sarà 2? — (A-f-B) = 2? — 1 1 ,8684 = o? ,i3i6, ed 
avremo (3a) 

sen C : sen B ;; c ; b. 



di dove ricaveremo 



c X sen B 



sen C 

16 = le -f- 1 sen B — 1 sen C ; 

ora , le = 1 27,348 = 1,4369259 

1 sen B = 1 sen o» ,6879 = . . 9,9018394 



1 sen B = 1 sen o» ,6879 = . 9,9018394 

comp. arit. 1 sen C=comp. arit. 1 seno? ,1316=0,6877217 , 

somma, ovvero 16 = . . 2,0264867, 

che risponde nelle Tavole a io6'*,289 = 6. 

2. 0 Conoscendo nel triangolo ABC i due lati a e 6, 
e 1’ angolo contenuto C , trovare il terzo latoc. 

Sia a — 28*" ,44 2 , 6=i7 ,n ,8o3 , C = o?84a6; comin- 
cerano in primo luogo dal trovare gli altri angoli. Avre- 
mo (35) 



a + 6 : a — 6 :: tang 



A + B A — B 
- — ! — • tantr 



di dove 

A-B (“ 8 
tang__= 



A-f-B 



) ( « — 6 ) 



a -f-6 



1 tang | tang ^±^ + 1 (a - 6 ) - 1 ( a + 6 ), 
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ora , A B = 2» — C = — o* ,8426 = 1? ,i 574 , e 

A -4- B 

— -=<*,5787, 

<* + * = 28,442 + *7,8 o 3 = 46,245, 

« — ^ = 28,442 — 17,803 = 10,639, 



f tang — — - = 1 tang or ,5787 = 0,1084874 

ì (a — b ) = 1 10,639 =: 1,0269008 



eomp. arit. L ( a + b ) = com. arit 1 46,245=8,3349352 



somma , ovvero log taDg 



thè corrisponde a 01 ,1828. 



A — B 



9,4703234 



A-|-B a 
D unque — 1 



-B 



A + B 



a 

-B 



= k — o» ,7615, 



:B = e? ,3959. 



2 2 

Adesso per determinare il lato c , avremo la proporr 
zione 

sen B 1 sen C : : b : e , 

di dove 

b X scnC 

C ~ — v 

sen B 

e le = 15 1 semC — l sen B r 

ora ,15 = 1 17,803= r,25o493a 

1 sen C = 1 sen or ,8426 = 9,9865885 

eomp. arit. lsen B=comp. arit. I sen o» ,3959=0,2346572 



somma , ovvero- le = 1,4717399 , 

che corrisponde nelle Tavole a 29* ,G3o=c. 

3." Conoscendo nel triangolo ABC i tre lati a , 6, e, 
trovar l’angolo A. 

Sia 0 = 29 m ,o37 , 5 = 18'" ,743 ,V= i3'"782. 

Secondo il num.° 38 , sommeremo i tre lati a, 5, e, tra 
loro, il che darà 6i,56a; e dalla metà 30,781 toglieremo 
successivamente b c c ; conseguiremo i resti i2,o38c 16,999 
avremo in seguilo 
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1 16,999= i,23o4a34 

I ia,o38 = * . . i,o8o5543 

comp. arit. 1 18,743= 8,7271609 

comp. arii. 1. 13,782 == 8,8606878 



somma 19,8988264, 

la cui mela , ovvero 1 sen A = 9,9494133 , 



che nelle Tavole corrisponde a os ,6987 = — A ; dunque 

2 

A = i» ,3974. 

4o. Ilo’ opera della natura di questa non potrebbe mai 
contenere tutti i casi particolari delle applicazioni di cui la 
Trigonometria rettilinea è capace ; io mi limiterò ad indi- 
care la soluzione di tre problemi , i quali si possono risguar- 
dare come la base dcH’arle di levar di Pianta. 

Ecco l’enunciato del primo. 

Essendo data di grandezza e di posizione sopra un 
,i 7 . piano una linea retta AB , fig. 17 , determinare , per rap- 
porto a questa linea , la posizione d' un punto C situato nel 
medesimo piano , ovvero (il che è lo stesso) trovar le di- 
stanze AC e BC. 

Per risolverlo, fa di mestieri misurar la linea AB la 
quale è la base dell’operazione, e gli angoli CAB e CBA 
contenuti tra questa base e le rette , che uniscono le sue 
estremità col punto incognito C, le distanze cercate AC e 
BC si calcoleranno allora colla regola enunciata nel n.° 3 a; 
c tostochè le avremo trovate, costruiremo, mediante una 
scala di parli eguali , sui tre lati dati il triangolo ABC, il 
quale farà conoscere la posizion respettiva dei tre punti A, 
B e C(*). 



(*) Io non insisto punto sull operazione della misura 
degli angoli pei che la vista degli i strumenti , che s' impie- 
gano a tal effetto , insegna più di tutto ciò che può dirsi 
a questo riguardo ; e per concepire la possibilità di questa, 
misura baslà immaginare che siasi posto nel punto A il 
centro d' un settore di circolo , di cui i raggi sieno diretti 
secondo i lati AB e AC dell' angolo , che ci proponghia- 
mo di misurare. Quelli , che vorran dedicarsi alla pratica 
di levar di pianta , polran consultare il Trattalo di Trigo- 
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Potremo in seguito , mediante la risoluzione del trian- 
golo rettangolo ACP, nel quale conosceremo il lato AC 
e l’angolo CAP, trovar la lunghezza della perpendicolare 
CP abbassata sopra AB , ovvero della più corta distanza dal 
punto C alla linea AB, e la grandezza del segmento AP. 
Questi dati serviran pure a denotare la posizione del punto C 
a riguardo della linea AB. Troverebbesi parimente la situa- 
zione d’un punto D, il quale potrebbesi vedere ad un 
tempo stesso da due qualunque dei tre punti A, B e C. 

4i. Allorché si è determinato immediatamente il pun- 
to D per rapporto alla linea AB , misurando gli angoli DAB, 
DBA, abbiam tutto ciò eh’ è necessario per conoscer la di- 
stanza scambievole dei punti C e D; poiché avendo riso- 
luto il triangolo DAB, nello stesso modo che il triangolo 
CAB , e tolto in seguito l’angolo DAB dall’ angolo CAB , 
si conoscono allora nel triangolo CAD i due lati AC e 
AD e l’angolo CAD, che dessi contengono : l’applicazion 
delle regole del n.° 35, somministra gli altri due angoli DCA, 

CDA ed il terzo lato CD, eh’ è la distanza cercata. L’an- 
golo DCA dà la posizione della retta CD ; e considerando 
AC come secante , il paragone degli angoli DCA e CAB 
fa vedere qual sia l’ inclinazion di CD a riguardo di AB. 

Partendo dai punti C e D, e considerando allora la 
retta CD come una nuova base, potremo determinare dei 
nuovi punti, che non si potessero veder dai due primi A 
e B 5 e continuando così di mano in mano , fisseremo la 
posizion respettiva dj tutti i punti d’ un Paese. Con questo 
metodo è stata costrutta la Carta di Francia, diretta da 
Cassini. 

4a. Il secondo problema, di cui debbo occuparmi, 
non è altro che il primo reso più generale supponendo che 
il punto da determinarsi sia situato fuori del piano , sul 
quale si trova la linea AB. Sia C questo punto , ed ABC' 
il piano su cui giace la linea retta AB, fig 18 . La posi- Fi s ,s - 
zione del punto C sarà cognita , se sarà cognita quella del 



nometria di Cagnoli , V articolo Levée des plans nel Dizio- 
nario di Matematiche dell’ Enciclopedia Metodica , il Trat- 
tato d’ Agrimensura del ’Sig. Lefevre , e finalmente i Trat- 
tati di Geodesia teorica e pratica del Sig. Puissant , nei quali 
si trovano i metodi più esatti e più propri alle grandi ope- 
razioni trigonometriche , non meno che alle operazioni par- 
ticolari. 
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piede 0' della perpendicolare abbassata da questo punto sul 
piano ABC' e la lunghezza della perpendicolare CC' , la 
quale denota di quanto il punto C è elevato al disopra del 
punto C' , il quale si nomina la sua proiezione. In questo 
caso gli angoli C'AB e C'BA non sopo più quelli , che si 
misurano , ma si prendono in loro vece gli angoli CAB e. 
CIBA situati nel piano CAB , il quale passa per le linee AG 
e BC condotte dai punti dati A e B, al punto dimandato; 
e per fissare la posizione di questo piano misureremo inol- 
tre l’angolo DBG formato dalla linea GB con la linea BI) 
perpendicolare al piano ABC?, ed in conseguenza parateli» 
alla retta CC' (*). Si risolve il triangolo CBA come nel 
nuin. 0 precedente , poiché s’ hanno anche adesso i medesimi 
dati ; in seguito nel triangolo C'BC , rettangolo in C' , si 
conoscono l’ ipotenusa GB e P angolo C'BC , il quale è la 
differenza tra l’ angolo retto DBG', e l’ angolo misurato DBG, 
onde si calcolano i lati CC' e G'B. 11 primo è P altezza del 
punto G al disopra del piano C'AB, e conduce, unitamente 
al lato AG , a determinare AG' , per mezzo del triangolo 
CAC', rettangolo in C'. Ciò fatto si hanno i tre Iati del 
triangolo C'AB, ed il punto C' è m conseguenza dato. 

43. Per maggiore semplicità ho supposto la linea AB 
nel piano , al quale si riportano i punti da determinarsi al- 
lorché poi detta linea non vi si trova, fa di mestieri os- 
9- servare di più l'angolo DBA, fig. jg, che dessa fa in que- 
sto caso con la linea DB perpendicolare al piano A'BC' r 
sul quale vuol riportarsi il punto C. Ciò eseguito si calco- 
lano in primo luogo , come qui sopra r i lati AG e BC 
del triangolo ABC, i Iati CC' e C'B del triangolo ret- 
tangolo C'BC ; poi nel triangolo BA'A , rettangolo in A' , 
ove si conoscono AB e l’angolo ABA' , complemento dol- 
l’ angolo osservato DBA , si calcolano BA' ed AA'. 

Adesso , se concepiscasi AG" paralella ad A'C', ne re- 
sulterà il triangolo AC"C rettangolo in C" T nel quale co- 



(*) Quando si tratta di punti situali sulla superficie 
della Terra si sceglie per il piano ABC un piano oriz- 
zontale } le rette CC e BD sono allora verticali ; la lor 
direzione è data da quella del filo à piombo ; il piano CCB , 
il quale passa per queste linee è verticale , e si trova de- 
terminato per mezzo del punto C , il qtiale scorgcsi dal 
punto B e della linea DB. La linea CB è una linea oriz- 
zontale giacente in questo piano. 
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noscoremo AC, lato calcolalo del triangolo ABC e CC" 
differenza tra le linee C'C" , ovvero AA' e CC' calcolate 
precedentemente : potremo in conseguenza calcolare AC" 
ovvero A'C'. Ecco dunque il triangolo BA'C' determinato 
per mezzo de’ suoi tre lati , come lo è il triangolo BAC' 
nel num.° precedente. 

44- Prendendo a piacimento i lati BC ed AB, e se- 
guendo l’ andamento , che ho già tracciato , si può calco- 
lare il triangolo A'C'B nella veduta di conoscer l’angolo 
C'BA' , formalo dalle linee C'B e A'B , le quali sono nel 
piano A'BC' le proiezioni de’ raggi visuali BC e AB , con- 
dotte dal punto B ai punti A e C. 

L’ angolo C'BA' compreso tra queste due proiezioni è 
l’angolo CBA ridotto dal piano inclinato, nel quale desso 
si trova, al piano A'BC', sul qual si riportano gli oggetti, 
e che ordinariamente scegliesi orizzontale. Darò in seguilo (Ga) 
un’altra maniera di ridurre un angolo da un piano ad un 
altro : ma il più spesso , siccome i due piani , che si consi- 
derano , son jtoco inclinali tra loro , si fa questa riduzione 
con dei metodi approssimativi molto più corti : di queste ri- 
duzioni ne sono stale compilate altresi delle Tavole. 

Per adesso mi limiterò a far notare che , se si osservas- 
sero nel punto A gli angoli EAC , EAB , e che col lor 
mezzo si riducessero l’angolo CAB all’ angolo C'A'B , e che 
poi si calcolasse A'B ,• moltiplicando AB per il coseno del- 
l’angolo DBA' ovvero per il seno dell’angolo DBA: co- 
noscendo allora immediatamente gli angoli C'BA' , C'A'B 
ed A'B, la determinazione del punto C' rientrerebbe in ciò 
eh’ è stato già detto nel n.° 4o. 

La riduzione al piano orizzontale non è la sola , che 
siavi da fare rispetto agli angoli osservali ; raramente suc- 
cede che uno possa porsi nei punti notabili, i quali si scel- 
gono per vertici degli angoli , e che ordinariamente sono le 
punte dei campanili , delle torri cc. : da ciò ha origine una 
nuova riduzione , la quale si chiama riduzione degli angoli 
al centro della stazione. Fa di mestieri consultare sopra 
questo argomento, come sopra tutte le attenzioni minutissi- 
me, ch’esigono le grandi operazioni trigonometriche, l’o- 
pera del Sig. Delambre intitolata Metodi analitici per la 
determinazione d’un arco di Meridiano , ed i Trattati del 
Sig- Puissant di già sopra citati. 

45. 11 terzo problema, che debito adesso risolvere, ha 
por oggetto la determinazione d'un punto per mezzo del- 
l'osservazione degli angoli compresi tra le rette condotte da 
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questo punto a tre punti dati -, e desso presentasi corno uno ( , 
dei mezzi più comodi per por sopra un piano, ovvero su 
d’una carta , un punto die non vi si trovi notato. a* 1 
Allorché si considera questo problema nel caso il più > 
generale , desso riportasi alla Geometria dello spazio , ed io 
n’ho data la soluzione grafica nel Complemento degli Ele- 
menti di Geometria ; ma quando i tre angoli sono in un 
medesimo piano , ve n’ è sempre uno , eh’ è la somma o £ 
la differenza degli altri due, di maniera che basta osservare 
, questi ultimi per concludere il primo; ed a questo caso 
si posson ridurre gli altri servendosi della riduzione degli 
angoli al piano orizzontale, insegnala nel n.° 62. 

La soluzione grafica di questo caso consiste nel descri- 
Fig.»o. vere sulle linee AB ed AG , fig. 10 , che uniscono i tre i' 
punti dati A , B , G , due segmenti di circolo capaci degli ‘ 
angoli BDA , GDA osservati nel punto cercato D , tra i h 
punti A e B , A e C. Le circonferenze dei circoli si taglie- fc 
ranno in primo luogo nel punto , eh’ è stato loro reso co- 
mune dalla costruzione , ed in seguito nel punto D , il quale 
sarà evidentemente il punto cercato. 

Io non entrerò nella discussione dei differenti casi , che 
può presentare il problema relativamente alle diverse situa- 
zioni respeltive dei punti dati A , B , C e del puntò cer- 
cato D. Mi ristringerò solamente a far notare che la somma 
degli angoli osservati BDA , CDA indica se siam situali 
dentro 0 fuori del triangolo ABC. Nel primo caso dessa 
sorpassa due retti , nel secondo dessa è minore ; e se dessa 
fosse precisamente eguale a due retti , saremmo posti sulla 
linea retta BC. Ciò è troppo facile a dimostrarsi perchè io 
non mi trattenga a provarlo. 

Ecco una delle maniere d’ applicare a questo problema 
il calcolo trigonometrico. 1 dati sono le parti del triangolo 
BAC, e gli angoli osservati BDA e GDA: farò in conse- / 
guenza 

AB — a , AC = b , LSD A = « , CDA =: t , BAC = y , 

e prenderò per incognite 

ABD = x , ACD = y , 

perchè questi angoli essendo trovali , ne conosceremo due 
con un lato in ciascun dei triangoli BAD e DAC , dei 
quali potremo calcolare allora tutte le parli ( 34 ). Ciò po- 
sto , i triangoli BAD c DAC daranno 

sen BDA : sen ABD ; : AB : AD , 
sen CDA ; sen AGD ;; AC ; AD , 



ovvero 
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a sen x 
sen *’ 
b scn y; 
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sen « : sen x :: a : AD = 
scn e ; scn y :: b : AD = 



f'i-À 



sen e 



concluderemo da ciò l’ equazione 

a sen a? b sen y , ' lk \„, * 

sen * sen c ’ 

la quale riducesi a i 

a sen « sen a? — b sen * sen y = o. 

Ma nel quadrilatero ABDC si ha 

ACD = 4 ang- retti — ADR — ADC — BAC ABI) ; 
di dove y = 4 an f>- reU i — * — c — V — x i 
facendo , per abbreviare , 

4 ang. retti — « — c — y = 8 , 

conseguiremo y = 8 — x , ed in conseguenza 

a sen € sen x — b sen a (sen 8 cos x — cos 8 sen ar) — o ; 
dividendo tutto per sena;, otterremo 

a scn £ — b sen a ^ 

di dove ne concluderemo 

cos a: a sen e •+■ b sen * cos 8 

scn x b scn a scn <5 

Se si divida quest’ espressione in due parli , avremo 



cos x 

sen 8 cos 8 

sen x 



')= o » 



• .'ai 



colar = 



a sen c 



; + 



COS 8 



oppure 



. cos 8 / 

cot x eoa - ( • 

sen 8 

ovvero finalmente 

cot a: = col 8 ^ 



b sen « sen 3 1 sen 8’ 

cos 8 / a scn e , \ 

h sen «cos 8* / 

a sen c . \ 

+ * h 



** >{ 

.•il «fi 



. .Am' W 






. MOT.tl 

ih t 



b sen * cos 8 

Ecco il problema risoluto, poiché, mediante l’angolo 
x , si ha 1’ angolo y. 

Lacroix Triyorwm. 7 






So 



trattato éc.emektare 



Nota sulla Livellazione. 

E' utile osservare come col mezzo del triangolo ret- 
Ti s's- tangolo ABA 1 , fig. 19 , siasi determinata nel n.° 4- 3 V al- 
tezza AA' del punto A al disopra del punto A 1 , che gli 
corrisponde nel piano A 1 C 1 B , perchè se quest’ ultimo è 
orizzontale , la linea AA 1 è la differenza di Livello tra il 
punto A ed il medesimo piano , ed in conseguenza anco tra 
il punto A ed il punto B. 

L’ operazione , la qual fa conoscere questa differenza , 
si dice Livellazione: dessa eseguiscesi in più maniere secon- 
do la natura degli istrumenti , che vi s’ impiegano , e V e- 
stension degli spazi , che vi si considerano ; ma il suo fine 
è sempre quello di determinare di quanto un punto è più 
elevato, ovvero più basso d’ un altro nel senso verticale, 
oppure perpendicolarmente alla superficie terrestre. Esistono 
dei Trattali speciali di livellazione , ai quali rimanderò il 
lettore ; ma deggio avvertire che sin da che si possiede nel 
Circolo ripetitore un istrumenlo portatile , proprio a misu- 
rare gli angoli con la maggiore esattezza , si può , com’ io 
/’ ho indicalo nel n.° 4-3 , trovare immediatamente la dif- 
ferenza di livello di due punti mediante la misura dell’ an- 
golo che fa con la verticale , che passa per uno di questi 
punti , la retta che gli unisce. 

Ho supposto nel Testo le due rette DB ed AA 1 pa- 
ralelle tra loro -, ma questa circostanza non ha luogo per le 
verticali , se non che in un intervallo assai piccolo , a motivo 
della convessità della superficie terrestre. Supponendola sfe- 
rica, ipotesi presso a poco esatta , le verticali concorreranno 
nel centro € , come lo dimostrano le linee AC e BC , fig. 
r **'> ai ; la linea BA 1 perpendicolare a BD sarà solamente tan- 
gente al punto B della superficie terrestre , e la differenza 
di livello , secondo la di finizione data di sopra , sarà A » , 
e non A A e vale a dire la differenza tra i lati BC e AC 
del triangolo ABC , nel qual si conoscono il lato AB mi- 
surato , il lato BC eguale al raggio medio * della Terra , 
eh’ è di 6 366 198 metri, finalmente l’angolo B compreso 
tra questi lati , è supplemento dell' angolo osservato DBA. 
Ciò posto , se si prenda 

- 1 ’ ’ r-‘ : : .» 

BC — a, AC — b , AB = c , 

’• ^ ' t • ! ^ , ’ > 

eonscguirmo ('36) r 
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b = V a’ ~h c J — aac cos R; 

t ticconte c * sempre piccolissimo a riguardo di a , dò a 
quest' espressione la forma 

. I , c* — ciac cos B) •[ ( . ac/c D \ | 

b=a i ^ \ J =a i -f - ( coi B) 

| a ì ( a '-aa ' ) 



Facendo in seguito , per abbreviare — — cos B — m 
pot sviluppando per la formula del binomio , otterremo 



b=ari + 



. cm i c*in* l 
= a ) I + T-r-rr-+ ec <i 



e la linea cercata A» essendo eguale ab — a, * supporrà 
b = a -j- S , d’onde resulterà , dòpo la riduzione , 

1 c’m* , 

5 = em 1- ec. 

a a 

La quantità m, e le sue potenze li colcoUran facil- 
mente col mezzo dei logaritmi prendendo — — cos B 1 per- 
che allora 



C li- 

cosB=cosBf — cosB=.asen — (BA-Bt^sen — C B — B r ). 

aa a ' a 

Quando l’angolo B è retto , la linea BA si confonda 
con BA 1 ; e se si consideri allora il punto a' , intersezione 
di BA' e del raggio AC , si ha c = /?*', e 5 diverrà <**', 
vale a dir la distanza tra il punto *' preso sulla tangente , 
ed il punto «, che gli corrisponde sulla superficie terrestre , 
, ovvero la differenza tra il livello apparente ed il livello 

reale. In questo caso in = — ; cosi 

aa 




il che fa conoscere la quantità , di cui la superficie terre- 
stre s' abbassa al disotto della sua tangente a una distane a 
« dal punto di contatto. 



i 
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11 più spesso riportasi in primo luogo il punto A in A' 
sulla tangente BA' ; di poi , a motivo della piccolezza del- 
l’ angolo C , si riguardan le rette AA! ed .W come con- 
fuse l’una coll’ altra , e si prende per A*- la somma delle 
rette A A 1 ed 

Possiam dispensarci dal misurare la distanza AB , pur- 
ché s’ osservi l’ angolo EAB nel medesimo tempo che l’ an- 
golo DBA. Si conoscono allora , nel triangolo ABC , t due 
angoli B e A, supplementi degli angoli osservati , e si 
ha (35) 



b — a 
b-j-a 



lang — (A — E) 
tang — (A-J-B) 



Facendo, per abbreviare 



tang — (A — B) 



-=m, 



tang — (A+B) 



e b = a + 8, si trova 

8 ?.am 

= m , ovvero 8 = 



aa+8 



i — m 



ora 



i 



i — m 



= i m -j- m* + ec. (Elem. d’ Algebra ) : 



dunque 



8=aam ( i + m + m* -(- ec. ) -, 



serie convergenlissima quando gli angoli A e B si avvici- 
nano ad esser retti. Il più spesso servirà il primo termi- 
ne 2 am. 

Quando s’ opera con esattezza , fa di mestieri correg- 
gere gli angoli EAB e DBA dalla refi-azione , che pro- 
vano i raggi di luce traversando l’ aria da A fino a B; ma 
ho riportati principalmente i due precedenti problemi per 
servir d’ esempio dell’ applicazion delle Serie alla risoluzione 
approssimativa di certi casi dei triangoli rettilinei. 
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CAPITOLO SECONDO 
Della Trigonometria Sferica. 



46. JL triangoli sferici , che si calcolano ordinariamen- 
te , son quelli , che vengono circoscritti sulla superficie della 
Sfera da tre gran circoli i quali si tagliano due a due. Un 
di questi tali triangoli determina sempre un angolo trièdro , 
e reciprocamente da un simil angolo se ne deduce pure un 
triangolo sferico. Infatti , sia ABC , fìg. 22 , un triangolo 
sferico qualunque, e siansi condotti da ciascuno de’ suoi an- 
goli al centro della sfera, di cui detto triangolo fa parte, 
i raggi AS , BS , CS ; i piani ABS , ACS , BCS , saranno 
quelli dei gran circoli , sui quali son presi gli archi AB , 
AC , BC , Iati del proposto triangolo , e questi archi mi- 
surano gli angoli rettilinei compresi su ciascuna delle facce 
dell’ angolo trièdro SABC tra le sue costole 0 spigoli SA e 
SB , SA e SC , SB e SC. L’ inclinazion di due piani mi- 
surasi , come si sa , dall’ angolo rettilineo formato da due 
rette condotte in ciascuno di questi piani da un medesimo 
punto della loro comune sezione perpendicolarmente a questa 
linea : segue da ciò che , se per il punto A si tirin le 
rette AI ed AK , ambedue perpendicolari ad AS , ma la 
prima nel piano CAS , e la seconda nel piano BAS , 1’ an- 
golo rettilineo IAK misurerà I’ inclinazione di questi due 
piani. È facil vedere d’ altronde che la linea Al sarà tan- 
gente dell’ arco AC , e che AK sarà tangente dell’ arco AB; 
e siccome si prende per 1’ angolo , che forman due linee 
curve , quello che comprendono le due tangenti condotte 
dal punto ove dette curve s’incontrano, l’angolo IAK sarà 
dunque anco la misura dell’ angolo fatto dagli archi AC , 
ed AB. Sarebbe lo stesso a riguardo di ciascuno degli altri 
due angoli del triangolo ; le inclinazioni delle facce del- 
1’ angolo trièdro SABC hanno dunque la medesima misura 
che l’ angolo corrispondente del triangolo sferico BAC. Il 
triangolo sferico, c l’angolo trièdro son composti inconse- 
guenza di sei parti , le quali si corrispondon tra loro , cioè 
i tre lati del triangolo , i quali corrispondono agli angoli 
formati dalle costole dell’ angolo trièdro , e i tre angoli del 
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triangolo, clic -corrispondono alle inclinazioni scambievoli 
delle facce del triangolo trièdro. 

Eulci'o , il quale si è occupato a più riprese della Tri- 
gonometria sferica alfine di presentarla sotto dei nuovi punti 
di vista , ha dato nel 1779 (*) una Memoria , la quale 
si può riguardare come un Trattato completo di questo ramo 
delle Matematiche. la sua forma interamente analitica mi 
ha impegnato a presentarla a’ miei lettori facendovi i can- 
giamenti necessari per non l’appoggiare che ad un solo prin- 
cipio, e semplicizzame alcuni resultati. 

47. Tutto ciò, che ho da dire sui triangoli sferici, ri- 
posa unicamente sulla costruzione seguente , la quale in con- 
seguenza è importante di ben intendere. 

Dall’ angolo C del triangolo ABC si abbassi una per- 
pendicolare CD sul piano ASB dal lato BA opposto a que- 
st’ angolo : dal punto D si conducano le linee rette ED , DF 
respettivamente perpendicolari sopra SA e SB ; si tirino 
le linee CE e CF , le quali saranno respettivamente per- 
pendicolari alle linee SA e SB ( Geom. ). Segue da ciò 
che gli angoli CED e CFD misurano le inclinazioni dei 
piani CSA e CSB, sul piano ASB , ovvero, eh’ è la stessa 
cosa , danno il valore degli angoli A e B del triangolo 
sferico ABC. Denoterò d’ ora in avanti gli angoli di questi 
triangoli colla lettera posta al lor vertice , ed i lati , che 
ai medesimi son opposti, con una lettera simile, ma presa 
nell’alfabeto minuscolo- qui, come nel n.° 3 i, il lato BC 
opposto all’ angolo A si chiamerà a , e così degli altri. 11 
raggio delle Tavole essendo supposto eguale all’ unità , avre- 
mo allora 

CE = sen CA = sen 6 , SE = cos CA == cos b , 

CF = sen CB = sen a , SF = cos CB = cos a. 

Nel triangolo rettilineo CDE , rettangolo in D , e di cui 
T angolo CED = A , troveremo 

CD = CE sen CED = sen b sen A , 

DE = CE cos CED = sen b cos A. 

Per mezzo del triangolo rettilineo CDF , parimente rettan- 
golo in D , e di cui 1 ’ angolo CDF = B , otterremo 

(*) Ada Academiae scientiarum Pdropolitanae , anni 1779,. 
Pan prior ; vedete pure lo Sviluppo della parte elementare 
delle Matematiche di Bertrand , Ginevra 1778 ( T. 11 , 
Fg. 5 7 6 ). 
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CD = CF sen CFD = sen a sen B , 

DF = CF cos CFD = sen a cos B. 

Le due espressioni della linea CD essendo eguagliate tra 
loro, danno immediatamente 

sen b sen A = sen a sen B (A) ; 

resultato , eh’ è , per rapporto ai triangoli sferici , analogo 
a quello del n.° 3a. 

È mauifesto che si debbono avere ancora le due equa- 
zioni seguenti : 

sen c sen A = sen a sen C , 
sen c sen B = sen 6 sen C. 

Adesso pel punto E conduco EG perpendicolare so- 
pra SB, e pel punto D tiro DII paralella a SB: formo in 
questa maniera un triangolo rettangolo HDE , nel quale 
HED = ASB , poiché togliendo l’ angolo GES dall’ angolo 
retto SED , si ha per resto HED •, e l’angolo ASB , ov- 
vero ESG è pure la differenza tra un angolo retto, e l’an- 
golo GES. Dalla risoluzion del triangolo EHD dedurremo 
per conseguenza 

HD = DE sen DEH = DE sen c = cos A sen b sen c ; 
ma SF = cos a — SG + GF = SG + HD , e SG = SE 
cos ESG = cos b cos c -, avrem dunque 

cos a — cos b cos c -J- cos A sen b sen c -, 

equazione, ch’esprime la relazione , eh’ esiste tra il lato a, 
gli altri due lati b e c e l’angolo, eh’ essi contengono. 

È chiaro che considerando in particolare ciascun di que- 
sti ultimi lati, troverem parimente due equazioni simili alla 
precedente , e formeremo in tal maniera tra le sei parti del 
triangolo ABC le tre equazioni 

cos a — cos 6 cos c + cos A sen 6 sen et 

cos 6 = cos a cos c - - cos B sen a sen c J . . . (B). 

cos c = cos a cos 6 + cos C sen a sen è) 

4.8. Queste tre equazioni contengono implicitamente 
l’equazioni (A). Per convincersene è duopo prendere i valo- 
ri i che desse danno per cos A , cos B , cos C , e sostituirli 
nell’ equazioni 

sen A* ss i • — cos A* 
sen B* = i — cos B* 
sen C* = i — cos C*. 

Si trova per la prima di queste 
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cosa * — 2 cos acos 6 cos c -f- cos b* cos c* 

sen A 1 = i — scn 6* sen c* 

sen b' scn c» — cos «»+a cos g cos b cos c— cosò 1 cosd _ 
sen ò 1 sen c* 

( I cosi 1 ) ( I — prer*)— costos e*— eos a»-Hcosacoskosc __ 

' sen ò* sen c* 

, cos q* — cos 6* — cos c* + a cos a cos b cos 

sen 6* sen c* 

moltiplicando i due termini di questa frazione per sen a , e 

prendendo in s eguito la radice quadrat a , otterremo 

Y , —cos a*— cos 6*— cos cH-ac osqcosftcosc . 

sen A=sena X - sen a sen 6 sene 

Se, alTìn d’abbreviare, si rappresenti ^r M la q^nU^ 
die moltiplica sen a nel secondo membro di quest equazio- 
ne, avremo 

sen A = M sen a ; 

troverem parimente 

sen B = M sen 6 , sen C = M sen c , 
c, per l’eliminazione di M, ricademmo sull’ cquazmne^A . 
E a proposito l’osservare che i tre lati a ,b, e e" 11 ™? 
tutti della stessa maniera nell’ espressione di M , ® 
è per questa ragione che delta espressione e comune ai va 
Jori dei seni di ciascu no degli angoli ( )• 

1*1 Denotando ver N il numeratore della quantità M , 
ver v c , « , tre costole contigue d'un tetraedro qualunque, 
é per a, b, c i tre angoli , che desse formano , resulta da 
una Memoria d’Eulero che il volume dt questo tetraedro e 

eguale a ± «£y X \ N, e cho -i N riducesi a 



^ scn i(a+b+c)sen ^(a+a— c)sen J (a+c— b)sen ^(b+c— a). 
Nel tetraedro SABC*=z c=y=i -, il suo volume è dun- 



que eguale a^ N. ( Vedete i Novi Commentar» Acad. Pe- 

tropoliianae T° IV , pag. 160 , cd il sesto Quaderno del 
Giornale della Scuola Politecnica pag. 270. 
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L’ equazioni (B) serviranno dunque per risolver un 
triangolo sferico qualunque siasi allorché si conosceranno ire 
delle sue parli, osservando che il seno e il coseno non deb- 
bon essere risguardali che come una sola incognita , poiché 
si può sempre esprimer l’uno per l’altro. 

L’ applicazione dell’ equazioni (B) ai differenti casi , che 
possono presentarsi , divien più facile mediante alcune tra- 
sformazioni , che vado ad effettuare. 

4 g. Si possono cangiare gli angoli nei lati , che sono 
a loro opposti e reciprocamente , osservando di dare il se- 
gno — ai coseni. Per dimostrarlo fa di mestieri eliminare 
cos a dalle due ultime equazioni col mezzo della prima ; 
troveremo 

cos fc=cos6 cos c'-f-cos A sen b sen c cos e-f-cos B sen a sen c , 
cos c=cosò*cos c-|-cos A sen b sen c cos 6-j-cos C sen a sen b. 

Sostituendo in questi resultati 1 — sen c' a cos c*, 1 — Sen 6* 
a cos 6’ , i medesimi si riducon più semplici ; il primo di- 
vien divisibile per sen c , il secondo per sen b , ed essi pos- 
sono in seguito scriversi nel modo seguente 

cos B sen a=cos b sen c — cos A sen 6 cos cì 

cos G sen a=sen b cos c — cos A cos 6 sen cj >' 

Se si moltiplichi la seconda di queste equazioni per cos A, 
poi si sommi colla prima e vi si sostituisca 1 — sen A* in 
luogo di cos A* , otterremo 

sen a ( cos B -}- cos A cos C) = sen A 1 cos 6 sen c ; 

ma segue dall’ equazioni (A) che sen c sen A = sen a sen C 5 
facendo la sostituzione di questo valore nel secondo membro 
dell’equazione di sopra, essa diverrà divisibile per sen a, ed 
avremo per resultalo 

cos B -J- cos A cos C = cos b sen A sen C , 
ovvero, eh’ è la stessa, cosa, 

cos B — — cos A cos C -j- cos 6 sen A sen C. 

Paragonando quest’ equazione coll’ equazioni (B) , si vede 
eh’ essa dedurrebbesi immediatamente dalla seconda cangian- 
do le lettere grandi in piccole, e reciprocamente , e dando 
a tutti i coseni il segno — . Difatto, operando di tal ma- 
niera, s’ottiene 

— cos B = cos A cos C — cos b sen A sen C ; 
equazione , la quale riducesi alla preedeente allorché vi si 
cangiano tutti i segni. 

L&croix Trigonom. 
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Li relazione , che ha l’ angolo B coi due angoli A C, 
ed il lato b , che dessi intercettano , esiste necessariamente 
in ciascuna delle combinazioni simili d’angoli e di lati: si 
hanno dunque nel medesimo tempo le tre equazioni 



cos A= — 
cos B — — 
cos C = — 



cos B cos C 
cos A cos C 
cos A cos B 



cos a sen B sen C) 
cos b sen A sen C> 
■ cos c sen A sen B) 



(B')- 



50. Bisogna osservare che prendendo i coseni negativa- 
mente si passa dagli archi a , b , c , e dagli angoli A , B , C 
ai lor supplementi , poiché — cos A = cos ( 2» — A ) , 
— cos a — cos ( a» — a ) , e così degli altri (23). Se si so- 
stituiscano questi valori nell’ equazioni di sopra , facendo , 
per abbreviare ,2» — A = A' , 2» — a = a 1 , ec. , esse pren- 
deranno la forma 

cos A'=cos B'cos C' cos a' sen B' sen C'ì 
cos B'=eos A' cos C -j- cos V sen A' sen G'> ; 
cos C'=cos A' cos B' -f- cos cf sen A' sen B') 

equazioni perfettamente simili all’ equazioni (B) , e che ap- 
partengono in conseguenza ad un triangolo sferico , i cui 
iati sono A', B' , C',e gli angoli a', b' , d. Un tal trian- 
golo ha dunque i suoi angoli misurali dai supplementi dei 
lati del triangolo ABC , ed i suoi lati misurano i supple- 
menti degli angoli del medesimo triangolo: desso è deno- 
tato nei libri di Trigonometria sotto il nome di triangolo 
supplementario , e si dimostra che i vertici de’ suoi angoli 
sono i poli dei lati del primo, e viceversa. 

51. L’ equazioni ottenute nel n.° 49 sotto la designa- 
zione (C) , le quali contengono cinque parti del triangolo 
sferico ABC , possono trasformarsi in altre , che non ne con- 
tengono più che quattro. Bisogna per questo sostituire in 

sen b sen A 

luogo di sen a nella prima — , e nella seconda 

sen B 



sen c sen A 



sen G 
cotB = 

cotC = 



11 A ... . COSO ,, 

; — (47) ; e siccome — - = cotp , troveremo allora 
senp 



cos b sen c — cos A sen b cos c ] 
sen A sen b 

sen b cos c — cos A cos b sen c[ 
sen A sen e 



. . . . (D). 
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È facile di formare , coll’ ispezione di questi valori , 
tutti quelli , che son loro analoghi , permutandovi le let- 
tere in una maniera convenevole; ma importa soprattutto 
osservare che , poiché dessi sono dedotti dall’ equazioni (B), 
vi potremo cangiare della maniera medesima che in que- 
st’ ultime i lati in angoli , e reciprocamente , dando ai co- 
seni ed alle cotangenti il segno contrario a quello , che 
dessi hanno , e otterremo 



cos B sen C -f- cos a sen B cos C 

cot 0 = L 

sen a sen B 

cotc sen BcosC-|-cos a cosBsen C 

sen a sen C 



m 



52. I cinque sistemi d’equazioni (A), (B), (B*), (D), 
(D ; ) somministrano immediatamente la risoluzione di tutti i 
rasi , che può offrire un triangolo sferico qualunque siasi. 
Il primo sistema esprime la relazione, ch’esiste tra gli an- 
goli , ed i lati opposti. 

53. Ricavansi dal secondo le sei fòrmule seguenti 



cos a — cos b cos c — f- cos A sen b sen c \ 
cos 6 = cos a cos c -f- cos B sen a sen c ) 
cos e = cos a cos b cos C sen a seu fr ) 



cos A = 
cos B = 
eos C = 



cos 


a — 


cos 6 cos c | 




sen 


b sen c 


cos 


b — 


cos acosef 




sen 


a sen c 


cos 


e — 


cos a cos 6 




sen 


a sen 6 



y 



di cui le tre prime fanno conoscere un lato col mezzo de- 
gli altri due e dell’ angolo , eh’ essi contengono , e di cui 
le tre ultime danno gli angoli per mezzo dei lati. 

54- Il terzo sistema produce , come il precedente , sei 
formule , le quali sono 



cos A = — cos B cos C -J- sen B sen C cos a 
cos B = — cos A cos C 4* sen A sen C eos 6 
cosC=. — cosAcosB-j- seu A sen B cos c 

cos A 4- cos B cos G 

cos a =5 ! — 

sen B sen C 
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, cos B 4- cos A cos C 

COS Ò — ! 

sen A sen G , 



cos c = 



cos c + cos A cos B 
sen A sen B 



Le tre prime Caran trovare un angolo allorché si co- 
nosceran gli altri due , ed il lato intercettato tra loro: le tre 
ultime daranno ciascuno de’lati allorché lutti gli angoli sa- 
ranno cogniti. 

55. Il quarto sistema , facendovi tutte le permutazioni 
possibili , somministra le sci formule. 



cot A = 
cot B = 
cot A — 
cotC = 
cotB = 
cot C = 



cos a sen 6 — cos C sen a cos b 









sen 


C sen a 


sen 


a 


cos 


6- 


■ cos C cos a sen b 








sen 


C sen 6 


cos 


a 


sen 


c — 


- cos B sen a cos c 








sen 


B sen « 


sen 


a 


cos 


c — 


- cos B cos a sen c 








sen 


i Bsen e 


cos 


b 


sen 


c — 


- cos A sen 6 cos c 








sen 


A sen b 


sen 


b 


cos 


c — 


- cos A cos b sen c 



sen A sen c 



per mezzo delle quali si determineranno due degli angoli 
d’ un triangolo sferico allorché si conosceranno il terzo an- 
golo ed i lati , che lo contengono. 

56. 11 quinto sistema finalmente conduce alle sei for- 
mule seguenti 



cot a — 



cos A sen B - f- cos c sen A cos B 
sen c sen A 



cot b — 



sen A cos B -f- cos c cos A sen B 
sen c sen B 



cot a = 



cos A sen C + cos b sen A cos G 
sen b sen A 
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sen A cos C 4- cos 6 cos A sen C 

cot c = :L - 

sen o sen C 



6i 



COt 6 : 



cos B sen C + cos a sen B cos C 
sen a sen B 



sen B cos C 4- cos a cos B sen C 

cote = ! — , 

sen a sen C 



le quali serviranno a determinare due de’ lati d’ un triangolo 
quando si conosceranno il terzo e i due angoli tra i quali 
è frapposto. 

57 . Le formule concluse dai sistemi (B), (B') , (D) e 
(I V ) , (53 , 56) meritano la più grande attenzione tanto per 
la loro eleganza quanto ancora per la propietà , eh’ esse 
hanno , di far conoscere se l’ arco , ovvero l’ angolo , elio 
desse esprimono, sia minore 0 maggior d’un quadrante 
ovvero d’ un angolo retto ; proprietà che non avrebbero 
1’ espressioni dèi seni dei medesimi archi. Infatti , il seno 
d’ un arco essendo lo stesso che quello del supplemento di 
quest’arco, tanto per il suo valore, che per il suo segno, 
ogni qualvolta che non si conosca che il seno d’ un arco , 
non è possibile di saper se quest’arco debb’ essere minore, 
o maggior d’ un quadrante ; ma allorché abbiamo il coseno , 
0 la cotangente , e che si sa d’altronde che quest’arco non 
può esser eguale alla semicirconferenza , eh’ è il caso de’ lati 
dei triangoli sferici e degli archi , che misurano i loro an- 
goli , si vede dal segno del resultato se 1’ arco cercato sia 
compreso 0 nò tra i» e w ; il coseno e la cotangente 
hanno il segno — nel primo caso, ed il segno -j- nel secondo. 
Se dunque si ha cura di dare alle quantità cognite , eh’ en- 
trano nelle formule riportate qui sopra , i segni , dai quali 
debbon esser affette dietro al valore degli archi , ai quali 
appartengono , il segno del resultato farà conoscere la specie 
del lato 0 dell’angolo cercato, e vale a dire, se desso sia 
minore o maggior d’un quadrante, se desso sia acuto ov- 
vero ottuso. 

58. Queste medesime formule molto si semplicizzano 
allorché il triangolo proposto è rettangolo, vale a dire al- 
lorché uno dei suoi angoli è retto. Difatto, se si supponga 
che C = 1 f y avremo. r 

sen C = i , cos C = 0 , 



Digitized by Google 




62 TRATTATO ELEMENTARE 

ed otterremo 
cos e — cos a cos b (53) 
cos A cos B 

cos c = = cot A cot B (54) 

sen A sen B 

cos A = sen B cos a 
cos B = sen A cos b 



j(54) 



sen a = sen c sen A , sen b= sen o sen B (tf) 
\ 



cot 6=: 



cos B 



cot o = 



sena senB 
cos A 



cote: 



senè senA 
cos b cos A ; 



cotc = 



sen 6 
cosa cosB 



sena 



(56) , di dove 



l 



tang 6 = sen a tang B 
tang a = sen b tang A 
tang b = cos A tang e 
tang a = cos B tang e; 



e non prendendo tra queste formule se non che quelle, che 
differiscono essenzialmente, avremo le sei, che seguono 

cos c = cos a cos A 
cos c = cot A cot B 
sen a = sen c sen A 
tanga=sen6tangA 
tang a = cos B tang e 
cos A = sen B cos a, 

le quali pei cangiamenti, di cui son suscettibili, serviran per 
risolvere i triangoli sferici rettangoli in G, in cui il lato c, 
opposto all’ angolo retto, chiamasi ipotenusa , come nei trian- 
goli rettilinei. Si otterrebbero delle formule analoghe pel caso 
ove il triangolo sferico proposto avesse un dei suoi lati eguale 
al quadrante ; ma non mi tratterrò sopra questo caso. 

• Affin di poter applicare comodamente i logaritmi 
ai calcoli dei triangoli sferici, fa di mestieri trasformare le 
formule dei num.> 53 , e 54 in altre, dì cui il numeratore 
id il denumeratore sien decomposti in fattori; questo è ci ò, 
di Euler ha fatto in una maniera quanto semplice altret- 
tanto elegante. 
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_ „ . . cosa — cos&cosc 

i.° Dall espressione cos A = < 

sen 6 sen c 

sa tra quelle del n.° 53 , ricavasi 

cos (6 — c ) — cosa, , 

i — cos A = r— (i i) 

sen b sen c ' ' 



-compre- 



cosa — cos( 54 -c) 

i - 4 - cos A = t — -, 

1 sen b sen c 

. i — cosA i , „ 

dal che ne segue , a motivo di — = - = tang — A* (27) 

i-f-cos A 2 ' " 

1 cosò — e) — cosa 

tang — < A = ... . j 

2 cosa — cos (0— J-c) 

ma cos p — cos q=— 2 sen ~-(p+?)sen ( p—q ) (27) ; 



dunque tang 



t/ sen 

Lk—F - 



(b — c+a)sen —(6 — c — a) 



sen ~ (a-j-6-|-c)sen i-(a — 6 — c) 



1 — cosa=- 



Operando nella stessa maniera sulle altre espressioni del me- 
desimo n.° 53 , arriveremo a dei rcsultamenti consimili. 
2. 0 Prendendo nel n." 54 l’espressione 

cos A 4 -cos Bcos C 

cos a = — , 

sen B sen C 1 

se ne deduce 

cos (B+CVfcosA 

1 — cosa=— 1 — ■ — — 

sen B sen C ’ 

. cos A+cos ( B — C ) 

sen B sen C ’ 

... 1 , cos ( B 4 -C ) 4 -cos A 

donde tang *r-a*= 1 — ! — LI , 

2 cos (B — C)-f-cosA 

macosp + cos 5 = 2 cos •— (p+?)co s ^ (P ~~ ? ) ( 2 7 ) : 
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dun.» tang-i 
2 




— cos — (B-|-C-f-A)cos ~ (B+C — A) 

cos — (B— C+A)cos — (B — C — A) 
2 , 2 



formula , che H segno — del numeratore non rende imma- 
ginaria perchè l’arco A + B + C , sorpassando un qua- 
drante, ha il suo coseno negativo (*). 



(*) Euler, all' effetto di dare maggior uniformità ai 
suoi resultati , impiega sempre le tangenti degli archi da de- 
terminare •, ma si può , in ciò che precede , arrivare un po- 
co più semplicemente al seno. 

t.° Si ha i — cos A — i sen ~ A* (27), e per la for- 
mula 



coi p — cos q = — 2 sen p-j-q )sen^( p — q ) 

si trova 

• - 1 • 

cos(b — c) — cosa=— 2sen ~(b — c+a)sen — (b— c — a), 

ovvero, cangiando il segno dell’ arco b — c— a e del suo 
seno , 

cos(b — c )— cos a = 2*en J. (a+b — c )sen ^-(a+c — h); 

2 2 

ponendo questi vederi in quello di 1 -r- cos A , e prendendo la 
radice quadra di ciascun membro, si ottiene 



sen —-A — 

2 sen b sen c 

2. 0 Se si osserva parimente che 

1 — cos a = 2 sen — a*, 

2 

e che f espressione di cos p -j- cos q dà 



Y\ 



1 1 

sen —• ( a— j— b — c ) sen —, ( a + e — b ) 
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3.® L’ espressioni del n.° 53 danno pure 

cos a — cos b cos e = sen b sen e cos A , 
cos 6 — cos a cos c = sen d sen c cos B ; 

e dividendo la prima di queste equazioni per la seconda , e 
osservando che dietro l’equazione (A) si ha 

sen b senB 



troveremo 



cos a — cos b cos c 
cos b — cos a cos c 



sen B cosà 
sen A cos B* 



Se in seguito aggiungasi 1* unità a ciascun membro dì 
quest’ ultima equazione, essa diverrà 



cos a — cos 6 cos c 



sen B cos A 
sen A cos B ’ 



1 cosà — cos a cos c 1 scnAcosB 

e la cangerem facilmente in 

( cos a -f- cos b ) ( i — cos c ) sen ( A+ B 

cos 6 — cos a cos c sen A cos B 

mediante la riduzione dei due termini di ciascun membro al 
medesimo denominatore. 

Togliendo l’unità in vece di aggiungerla, avremo 

cos a — cos b cos c sen B cos A 

cos 6— -coso cose 1 ~ sen A cos B 1 ’ 

di dove ricaveremo . .. ,, . 

(cos a — cos6)(i-f-cosc) sen( B — A ) 

cos 6 — cos a cos c sen A cos B ' 



cos(B+C)+cosA= 2 Cot 1(5-J-C+4H-cos - (B-{-C—A ), 



troveremo 



, (A+2?+Q«tfi ( B+C-A ) 



sen B sen C 



Lacrojx Trigonom. 
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Dividendo questo resultato pel precedente otterremo 

cos a — cos b ^ i cos c sen ( ^ . 

cos a -f- cos b i — cos c sen ( B -f- A) 

e siccome stando alla Tavola della pag. 27 1 

cosa---co s6 _ tang J_ ^ ) tang L ( 6— a ), 

cos a -f- coso 2 2 

1 4 - cose 1 , 

—3 = cot — c’ , 

1 — cos e 2 

1 1 

sen p = 2 sen — p cos — p, 

■* o *>. 



troveremo 



tang — (6— a) tang — (b-\-a) cot — c‘ 



sen — (B — A) cos — ( B — A) 

= • • (*)• 

sen — (B-J-A) cos — ( B-j-A) 

2 2 . .i, 

Ma aggiungendo e togliendo successivamente l’ unità da cia- 

sen b sen B . . 

scunodei membri dell’ equazione = — — r 5 poi ai "~ 

^ sena senA 

dendo i due resultati l’uno per l’altro arrivasi all’equa- 
zione 

sen b — sen a sen B — sen A f . . . 

sen ò-j-sen a sen B-|-sen A’ 
la quale può essere trasformata così 



— (B — A)cos - (B+A) 

tang — (b — a)cot — (6+a) = — 

2 2 sen^(B+A)cos.i-(B-A) 

col mezzo delle formule della pag. 27 ; moltiplicando dun- 
que tra loro membro per membro questa equazione e l’e- 
quazione (a) , ed osservando che 
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tang ( 6 + a ) cot ( 6 + 0 ) = 1 (9) , 

otterremo 

(scni.(B-A ))* 

( tang ( 6 — a ) )*cot ~ c* = ~ i 

2 2 <senl(B + A ))* 

estraendo la radice da ciascun membro , conseguiremo 

sen — ( B — A ) 

1 I 2 

tang — (b — o ) cot — e — ; 

sen ~ ( B + A ) 

dividendo l’ equazione (a) , per quest’ ultima , avremo 

cos — ( B — A ) 
tang i.(a + 6 )coti« c= ^ * 

2 cos-(B+A) 

2 

Rammentandosi — = tang » (9) , dedurremo dalle due 

cot p o r w/ 7 

equazioni di sopra l’ espressioni 

sen i* ( B — A ) 
tang — ( 6 — a ) = tang — e 

2 2 sen — ( B -J- A ) 

2 

cos — ( B — A) 

tang — ( 0 + a ) = tang — c , 

2 cos — ( B + A ) 

2 

che faran conoscere due lati d’ un triangolo sferico , del 
quale avremo il terzo lato ed i dne angoli , eh’ esso in- 
tercetta -, poiché denotando per b> ed a 1 i valori degli ar- 
chi 6 4- a e b—a , ne resulta 
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6 = i.(6' -f a'), o = i(ò' — a'). 

4-° Prendendo ancora nel n.° 54 l’ equazioni 

cos A -f- cos B cos G = sen B sen C cos a 
cos B -j- cos A cos C = sen A sen C cos b , 

e dividendo la prima per la seconda, troveremo 

cos A -j- cos B cos C sen B cos a sen b cos a 

cos B -f- cos A cos C sen A cos b sen a cos 6’ 

Sommando e sottraendo successivamente l’ unità da ciascuno 
dei membri di quest’ ultima , poi dividendo i resultali l’ uno 
per l’altro, ne concluderemo, come di sopra, 

cos A — cos B i — cos Ò sen (6 — o) 

cosA-}-cosB ^ i-J-cos C sen (ò-j-o) ’ 

tang — ( B — A ) tang — ( B + A ) tang — G* 



sen ( b — a ) cos — ( 6 — a ) 

2 2 

sen ( b +a ) cos ~(b a) 



(b); 



seni — seno senB — sen A 

e siccome 1 equazione j-r — - = — — 

sen o-f-sen a sen B+sen A 

impiegata nella trasformazion precedente , può scriversi così 

sen — (b— a) cos — (ò-j-a) 

tang ( B — A ) cot ^ (B+A)=~ ? ; 

sen — (6+o) cos ~ (P — a ) 



moltiplicando , e dividendo per quest’ ultima l’equazione (b), 
trovasi finalmente 

sen — (b — a ) 

tang - ( B — A ) = cot - C 

scn-(ò-j-o) 
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tang - ( B + A ) = cot -C 



cos — (b — a) 

nnt J P 2 • 



2 cos (6-j-a) 



formule, le quali rimpiazzeranno le precedenti allorché co- 
nosceremo due lati e l’ angolo , eh’ essi comprendono. 

60. Prendendo tutte le variazioni , di cui le formule 
trovate qui sopra son suscettibili , avremo 

! V/ sen — (a-fò — c ) sen — (a-f-c — b ) 
tang — A —r 2 2 

^ 1 j 

sen — (ò-f-c — a) sen — (a+i-f-c) 

• MS sen - (6+c — a ) sen — (a+6 — c ) 
tang - B 2 2 

^ ì 4 | 

sen — (a+c — 6) sen — (o-f-6+c) 

! §/ sen — (a-\-c—b ) sen — (6-j-c— a) 

tang — C —r 2 2 

2 1 1 

sen — (a+6 — c ) sen — (a-j-6-f-c) 

, !/ -cos -(B+C— A) cos I (A+B+C ) 

tang — a —r 2 2 

3 1 1 

cos — (A-j-B — C) cos — ■ (A+C — B ) 

2 2 

1 !/' — cos — (A-j-C — B) cos — (A-j-B-j-C) 

tang — b ~r 2 2 

cos ~(B+C— A) cos - (A+B — C ) 

2 2 
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tang 



. f/loos — (A+B — C) cos - (A+B-K ) 

fh C —r 2 1 

cos — (A-j-C — B) cos — (B-^-G — A ) 



( # ) 







scn — (B— A ) 

1 a 

= tang — c 

2 sen — (B+A ) 

2 

cos — (B — A ) 

= tang — c - 

2 cosi.(B+A) 

sen - (C— B ) 

I 2 

= tang — a — 

sen ~ (C-J-B ) 

i 008 r ( G— B ) 
= tang — a 

cos-(C+B) 



a — c 
tang — 

2 



tang — 6. 
2 



seni,(A-C) 
sen (A-j-C ) 




tang b 



cos — (A — C ) 
cos (A-J-C ) 



(*) Per ricavar queste formule dalle loro analoghe del 
num° precedente , fa di mestieri osservare che » — < — y — » — 
( c + y ) , e sen (p— q ) =— sm (q— p) , cos (p — q) = 
cos ( q — P ). 
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sen — (6 — a) 



tang -- =cot-C t 



sen — (b-\-a) 



7t 



ax— (b a) 

tan g « =cot— C 

a» — (6+a) 



. C_B , ■»-(»-*) 

tang — i =cot-A. 

2 2 i 



sen r ( c + 6 ) 



tang 



C+B , i 
— ~ =cot — 



cos r (c-6) 



cot ~ A- 
2 



cos ~(c-H>) 



a — c . , „ 

tang — - = cot — B — 

2 "2 I 

SCI) -{a+c) 



A+C i D 008 2 (<I ^ 

tang -i- = cot - B 

2 2 I 

cos - (a+c) 



Dalle dodici ultime formule si deducono le seguenti , le quali 
servono a trovare il terzo angolo , ovvero il terzo Iato d’un 
triangolo , nel quale si conoscon due lati 3 e gli angoli op- 

pOStl ! 



tang ~ e = tang ~ib—a) 



seni.(B+A) 
sen ~ ( B— A) 
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tang I c = tang i+o ) 



tang I a = tang - ( c—b ) 

2 2 



tang I a = tang ~ ( c+6 ) 



tang I b = tang — ( a — e ). 

\ 

tangi. 6 = tangi( o+c) 



cot!c=tangi (B — A) 



cot I C = tang ■! (B+A) 



cos ~ ( B+A) 
cos I ( B — A) 

sen - ( C+B) 
seni. (C—B) 

cos I ( C+B) 
cos I ( C — B) 

seni (A+C) 
sen I ( A — C) 

cosi (A+C) 

cos — * (A — C ) 
a 

sen I ( 6+a ) 
sen I ( b — a ) 

cos I ( 6+o ) 
cos I ( b — a ) 



cot I A = tang -i ( C—B) 



sen I ( c+6 ) 
sen I ( c—b ) 
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col ~ A = tang ~ (C+B ) 



col — B = tang ~ (A — C ) 



cos '-(c+b) 

cos — (c — 6) 
2 

sen ~(o+c) 

sen —(a — c) 
a ' ’ 



cos — (a+cj 

cot - B = tang - (A+C ) - (*) 

cos — (a — c) 

2 ' 

Se si uniscono con queste equazioni l’ equazioni (A) le 
quali serviranno nel caso ove conosceremo due lati ed uno 
degli angoli opposti a questi lati , ovvero due angoli ed uno 
de’ lati opposti a questi angoli, avremo tutto ciò, che bi- 
sogna per risolvere un triangolo sferico: ciò, che precede, 
può dunque essere riguardato come formante un Trattato 
completo di Trigonometria sferica. Combinando tra loro le 
diverse formule ottenute successivamente , potrebbonsi de- 
durne molte altre d’ un uso frequentissimo nei calcoli Astro- 
nomici. Siam debitori, in questo genere, al Sig. Delambre 
de’ resultati elegantissimi e numerosissimi , e delle applica- 
zioni importanti de’ metodi approssimativi , ovver delle serie 
ai casi , che ne son suscettibili. 



Recapitolazione delle formule necessarie per risolvere 
un triangolo sferico qualunque. 

61. Omettendo le variazioni , che può presentare un 
medesimo caso, non si trovano che le sei seguenti: 

i.° Conoscendo i tre lati ( a, b, c ) trovare uno degli 
angoli (A) : 



(*) Queste formule e le precedenti son conosciute sotto 
il nome d’ Analogie di Nepero , perchè desse si deducono 
dalle regole date da questo Geometra per risolvere i trian~ 
goti sferici (Logarithmoruin canonis descriptio). 

Lacroix Trigonom. io 
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